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10 êëàññ
10.1. Â êàæäîé òî÷êå A ïëîñêîñòè ñòîèò âåùåñòâåííîå ÷èñëî f(A).

Èçâåñòíî, ÷òî åñëèM � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà

ABC, òî f(M) = f(A) + f(B) + f(C). Äîêàæèòå, ÷òî f(A) = 0
äëÿ âñåõ òî÷åê A. (À. Ñ. Ãîëîâàíîâ)
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Ðèñ. 2

Ðåøåíèå. Âîçüì�åì ïðîèç-

âîëüíóþ òî÷êó M ïëîñêîñòè è

äîêàæåì, ÷òî f(M) = 0. Äëÿ

ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé

òðåóãîëüíèê ABC, äëÿ êîòîðîãî

òî÷êà M ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå-

÷åíèÿ ìåäèàí. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D,
E è F òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí

òðåóãîëüíèêîâ BCM , CAM è

ABM , ñîîòâåòñòâåííî (ñì. ðèñ. 2).

Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà M òàêæå

ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà DEF . Â ñà-

ìîì äåëå, îáîçíà÷èì ÷åðåç A′, B′ è C ′ ñåðåäèíû îòðåçêîâ BC,
CA è AB, ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà òðåóãîëüíèê DEF ïîëó÷àåòñÿ

èç òðåóãîëüíèêà ABC ãîìîòåòèåé â òî÷êå M ñ êîýôôèöèåíòîì

− 1
3
, ïîñêîëüêó ïðè ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì − 1

2
òðåóãîëü-

íèê ABC ïåðåõîäèò â A′B′C ′, à ïðè ïîñëåäóþùåé ãîìîòåòèè ñ

êîýôôèöèåíòîì 2
3
� â òðåóãîëüíèê DEF .

Íî òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ:

f(M) = f(D) + f(E) + f(F ) = (f(M) + f(B) + f(C)) +

+ (f(M) + f(C) + f(A)) + (f(M) + f(A) + f(B)) =

= 2(f(A) + f(B) + f(C)) + 3f(M) = 5f(M),

èç ÷åãî ñëåäóåò, ÷òî f(M) = 0, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

10.2. Ïàøà è Âîâà èãðàþò â ñëåäóþùóþ èãðó, äåëàÿ õîäû ïî î÷åðåäè.

Íà÷èíàåò Ïàøà. Èçíà÷àëüíî ïåðåä ìàëü÷èêàìè ëåæèò áîëüøîé

êóñîê ïëàñòèëèíà. Çà îäèí õîä Ïàøà ìîæåò ðàçðåçàòü ëþáîé

èç èìåþùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà íà òðè ÷àñòè (íå îáÿçàòåëüíî

ðàâíûå). Âîâà ñâîèì õîäîì âûáèðàåò äâà êóñêà è ñëåïëÿåò èõ

âìåñòå. Ïàøà ïîáåæäàåò, åñëè â íåêîòîðûé ìîìåíò ñðåäè èìåþ-

ùèõñÿ êóñêîâ ïëàñòèëèíà îêàæåòñÿ 100 êóñêîâ îäèíàêîâîé ìàñ-
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ñû. Ìîæåò ëè Âîâà ïîìåøàòü Ïàøå ïîáåäèòü?

(Ð. Åôðåìîâ, Ä. Áåëîâ)

Îòâåò. Íåò, íå ìîæåò.

Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïðèâåä�åì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé Ïà-

øå ïîáåäèòü. Ïóñòü ìàññà èñõîäíîãî êóñêà ðàâíà 1 êã. Ïàøà

êàæäûì õîäîì áóäåò îòðåçàòü îò ñàìîãî áîëüøîãî èç èìåþùèõ-

ñÿ êóñêîâ äâà êóñêà ìàññîé ïî 0,01 ã. Äîêàæåì, ÷òî íå ïîçæå,

÷åì ÷åðåç 10 000 õîäîâ Ïàøà ïîáåäèò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî íå òàê. Ðàññìîòðèì 100 ïîñëåäîâà-

òåëüíûõ õîäîâ Ïàøè. Âñåãî çà ýòè 100 õîäîâ ïîÿâÿòñÿ 200 êóñ-

êîâ ìàññîé 0,01 ã. Åñëè áû êàæäûì ñâîèì îòâåòíûì õîäîì Âîâà

ñëåïëÿë äâà êóñêà ìàññîé ïî 0,01 ã, òî â èòîãå ïîëó÷èëîñü áû

100 êóñêîâ ìàññîé 0,02 ã, è Ïàøà áû ïîáåäèë. Çíà÷èò, ïî êðàé-

íåé ìåðå îäèí ðàç Âîâà íå ñëåïèò ìåæäó ñîáîé äâà êóñêà ìàññîé

0,01 ã. Ïîýòîìó ñïóñòÿ 100 õîäîâ Ïàøè è 100 õîäîâ Âîâû êîëè-

÷åñòâî êóñêîâ ìàññîé 0,01 ã óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû íà 1.
Ðàçîáü�åì 10 000 õîäîâ Ïàøè íà ñîòíè ïîñëåäîâàòåëüíûõ.

Ïî äîêàçàííîìó âûøå, ïîñëå êàæäîé ñîòíè ïîñëåäîâàòåëüíûõ

õîäîâ Ïàøè è îòâåòíûõ õîäîâ Âîâû êîëè÷åñòâî êóñêîâ ìàñ-

ñû 0,01 ã óâåëè÷èâàåòñÿ õîòÿ áû íà 1. Òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç 100

òàêèõ ñîòåí ïîñëåäîâàòåëüíûõ õîäîâ êîëè÷åñòâî êóñêîâ ìàññîé

0,01 ã óâåëè÷èòñÿ õîòÿ áû íà 100. Ïîýòîìó Ïàøà òàê èëè èíà÷å

ïîáåäèò.

Âòîðîå ðåøåíèå. Îïÿòü æå ïîëîæèì ìàññó èñõîäíîãî êóñ-

êà ðàâíîé 1 êã. Ïðèâåä�åì äðóãîé àëãîðèòì äåéñòâèé Ïàøè. Ïî-

êà ýòî âîçìîæíî, îí áóäåò äîáèâàòüñÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùå-

ãî óñëîâèÿ: (∗) ìàññû âñåõ êóñêîâ íà ñòîëå ñîñòàâëÿþò öåëîå

÷èñëî ãðàììîâ. Çàìåòèì, ÷òî Âîâà ñâîèì õîäîì íå ìîæåò íàðó-

øèòü (∗).
Åñëè ïåðåä õîäîì Ïàøè íà ñòîëå åñòü êóñîê ìàññîé õîòÿ áû

3 ã, îí ìîæåò îòðåçàòü îò íåãî äâà êóñêà ïî 1 ã, ñîõðàíÿÿ (∗).
Çíà÷èò, åñëè Ïàøà íå ìîæåò ñäåëàòü õîä, êàæäûé êóñîê âåñèò

ëèáî 1 ã, ëèáî 2 ã (òàêîé ìîìåíò îáÿçàòåëüíî íàñòóïèò, òàê êàê

êîëè÷åñòâî êóñêîâ ïåðåä õîäîì Ïàøè ðàñò�åò). Íî òîãäà îí óæå

âûèãðàë: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îáùàÿ ìàññà âñåõ êóñêîâ (â ãðàì-

ìàõ) ìåíüøå 1 · 100 + 2 · 100 = 300, ÷òî íå òàê.
10.3. Â ìåæãàëàêòè÷åñêîé ãîñòèíèöå åñòü 100 êîìíàò âìåñòèìîñòüþ
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101, 102, . . . , 200 ÷åëîâåê. Â ýòèõ êîìíàòàõ ñóììàðíî æèâ�åò n
÷åëîâåê. Â ãîñòèíèöó ïðèåõàë VIP-ãîñòü, äëÿ êîòîðîãî íóæíî

îñâîáîäèòü öåëóþ êîìíàòó. Äëÿ ýòîãî äèðåêòîð ãîñòèíèöû âû-

áèðàåò îäíó êîìíàòó è ïåðåñåëÿåò âñåõ å�å æèòåëåé â îäíó è òó

æå äðóãóþ êîìíàòó. Ïðè êàêîì íàèáîëüøåì n äèðåêòîð ãîñòè-

íèöû âñåãäà ìîæåò òàêèì îáðàçîì îñâîáîäèòü êîìíàòó íåçàâè-

ñèìî îò òåêóùåãî ðàññåëåíèÿ? (Ä. Áåëîâ, À. Ñàôèóëëèíà)

Îòâåò. 8824.
Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè 8824 ïîñòîÿëüöàõ äèðåê-

òîð íå ìîæåò îñóùåñòâèòü ïåðåñåëåíèå. Ðàçîáü�åì êîìíàòû íà

ïàðû ïî âìåñòèìîñòè: 101− 200, 102− 199, . . . , 150− 151. Îòìå-
òèì, ÷òî äëÿ êàæäîé ïàðû êîìíàò ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî ÷åëî-

âåê, æèâóùèõ â äâóõ êîìíàòàõ, áîëüøå, ÷åì âìåñòèìîñòü áîëü-

øåé êîìíàòû èç ïàðû, èíà÷å âñåõ ÷åëîâåê èç ýòîé ïàðû ìîæíî

áûëî áû ñîáðàòü â êîìíàòå ñ áîëüøåé âìåñòèìîñòüþ. Òàêèì îá-

ðàçîì, îáùåå êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê íå ìåíüøå 201 + 200 + 199 +
+ . . . + 152 = 353 · 25 = 8825. Ïîýòîìó ïðè 8824 ïîñòîÿëüöàõ

äèðåêòîð ìîæåò îñâîáîäèòü êîìíàòó.

Òåïåðü ïðèâåä�åì ïðèìåð, äîêàçûâàþùèé, ÷òî ïðè 8825 è

áîëåå ïîñòîÿëüöàõ ñóùåñòâóåò ðàññåëåíèå, â êîòîðîì îñâîáîäèòü

êîìíàòó óêàçàííûì îáðàçîì íå óäàñòñÿ.

Óïîðÿäî÷èì êîìíàòû ïî âîçðàñòàíèþ âìåñòèìîñòè. Ïóñòü

â ïåðâûõ ïÿòèäåñÿòè êîìíàòàõ æèâ�åò ïî 76, à â êîìíàòå âìå-

ñòèìîñòè k ïðè 151 6 k 6 200 æèâ�åò k − 75 ÷åëîâåê. Ïîñ÷èòàåì

êîëè÷åñòâî ÷åëîâåê, æèâóùèõ â ãîñòèíèöå:

76 · 50 + (76 + 77 + 78 + . . .+ 125) =

= 3800 + 201 · 25 = 3800 + 5025 = 8825.

Ðàññìîòðèì äâå ïðîèçâîëüíûå êîìíàòû âìåñòèìîñòè a < b. Çà-
ìåòèì, ÷òî â êîìíàòå âìåñòèìîñòè b æèâ�åò íå ìåíüøå b− 75 ÷å-

ëîâåê, à â êîìíàòå a � íå ìåíüøå 76 ÷åëîâåê. Òàêèì îáðàçîì, ïå-

ðåñåëèòü ëþäåé èç îäíîé êîìíàòû â äðóãóþ íè äëÿ êàêîé ïàðû

êîìíàò íå óäàñòñÿ, ïîýòîìó ïðèìåð ïîäõîäèò. Åñëè n > 8825, òî
äîñòàòî÷íî ñåëèòü îñòàâøèõñÿ ëþäåé ïîî÷åð�åäíî â ëþáûå êîì-

íàòû, ãäå åù�å îñòàþòñÿ ñâîáîäíûå ìåñòà.

10.4. Äàí îñòðîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC, â êîòîðîì AC < BC.
Îêðóæíîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè A è B è ïåðåñåêàåò îòðåç-
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êè CA è CB ïîâòîðíî â òî÷êàõ A1 è B1 ñîîòâåòñòâåííî. Îïè-

ñàííûå îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêîâ ABC è A1B1C ïåðåñåêàþòñÿ

ïîâòîðíî â òî÷êå P . Îòðåçêè AB1 è BA1 ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

S. Òî÷êè Q è R ñèììåòðè÷íû S îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ CA è CB.
Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êè P , Q, R è C ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.

(Ä. Ïðîêîïåíêî)

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóÿ îêðóæíîñòè (PABC) è (PA1B1C),
ïîëó÷àåì ∠PAB = 180◦ − ∠PCB = ∠PA1B1 è àíàëîãè÷íî

∠PBA = ∠PB1A1. Òåì ñàìûì, 4PAB ∼ 4PA1B1. Èç ýòîãî

ïîäîáèÿ âûòåêàåò, ÷òî ∠APA1 = ∠APB ± ∠BPA1 = ∠BPB1

è PA/PA1 = PB/PB1. Ñëåäîâàòåëüíî 4PAA1 ∼ 4PBB1, è

ñóùåñòâóåò ïîâîðîòíàÿ ãîìîòåòèÿ h ñ öåíòðîì P , ïåðåâîäÿùàÿ−−→
AA1 â

−−→
BB1. Óãîë ïîâîðîòà äëÿ h ðàâåí ∠APB = ∠ACB (ñì.

ðèñ. 3).

A B

C

A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1A1

B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1B1

P

S

QQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQQ

R

Ðèñ. 3

Òðåóãîëüíèê A1QA ðàâåí òðåóãîëüíèêó A1SA, êîòîðûé â

ñâîþ î÷åðåäü ïîäîáåí òðåóãîëüíèêó B1SB (òàê êàê AA1B1B �

âïèñàííûé). Èòàê, òðåóãîëüíèêè A1QA è B1SB ïîäîáíû è îäè-

íàêîâî îðèåíòèðîâàíû, ïîýòîìó S = h(Q) è, çíà÷èò, ∠QPS =
= ∠ACB. Àíàëîãè÷íî, ∠SPR = ∠ACB. Òîãäà ∠QPR =
= 2∠ACB.

Íî ∠QCR = ∠QCA+ ∠ABC + ∠BCR = ∠ACS + ∠ABC +
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+ ∠SCB = 2∠ABC. Èòàê, ìû äîêàçàëè ðàâåíñòâî ∠QPR =
= ∠QCR, èç êîòîðîãî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå çàäà÷è.

Çàìå÷àíèå 1. Ôàêòè÷åñêè â ðåøåíèè èñïîëüçóåòñÿ èçâåñò-

íîå îïèñàíèå òî÷êè Ìèêåëÿ ÷åòâåðêè ïðÿìûõ AB, CA, BC,
A1B1 êàê öåíòðà ïîâîðîòíîé ãîìîòåòèè, ïåðåâîäÿùåé

−−→
AA1 â−−→

BB1.

Çàìå÷àíèå 2. Ðàâåíñòâà óãëîâ ∠QPS = ∠ACB = ∠SPR
ìîæíî äîêàçàòü ðàçíûìè ñïîñîáàìè. Óêàæåì åù�å îäíó èç âîç-

ìîæíûõ ñõåì.

Ïóñòü Q1 è R1 �ïðîåêöèè S íà CA è CB ñîîòâåòñòâåííî.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òî÷êè C, P , Q1, R1, S ëåæàò íà îäíîé

îêðóæíîñòè Γ ñ äèàìåòðîì CS. Ïðÿìûå CP , A1B1 è AB �ðà-

äèêàëüíûå îñè òð�åõ îêðóæíîñòåé èç óñëîâèÿ, îíè ïåðåñåêàþò-

ñÿ â îäíîé òî÷êå S′. Îòñþäà íåñëîæíî ïîíÿòü, ÷òî ÷åòâ�åðêà

ïðÿìûõ CA, CP , CB, CS ãàðìîíè÷åñêàÿ. Ïðîåöèðóÿ èç C íà

Γ, ïîëó÷àåì, ÷òî SQ1PR1 ãàðìîíè÷åñêèé. Îòñþäà PR1/R1S =
= PQ1/Q1S = PQ1/Q1Q, îòêóäà 4PQ1S ∼ 4PR1R (à òàêæå

4PQ1Q ∼ 4PR1S), èç ÷åãî ñëåäóþò íóæíûå ðàâåíñòâà óãëîâ.
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10 êëàññ
10.5. Â äåòñêîì ñàäó âîñïèòàòåëüíèöà âçÿëà n > 1 îäèíàêîâûõ êàð-

òîííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ è ðàçäàëà èõ n äåòÿì, êàæäîìó ïî ïðÿ-
ìîóãîëüíèêó. Êàæäûé ðåá�åíîê ðàçðåçàë ñâîé ïðÿìîóãîëüíèê íà

íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ êâàäðàòèêîâ (êâàäðàòèêè ó ðàçíûõ äåòåé

ìîãëè áûòü ðàçíûìè). Îêàçàëîñü, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî êâàä-

ðàòèêîâ � ïðîñòîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî èñõîäíûå ïðÿìîóãîëü-

íèêè áûëè êâàäðàòàìè. (Ñ. Áåðëîâ)

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ïóñòü ïðÿìîóãîëüíè-

êè èìåëè ðàçìåðû k × `, ãäå ` < k. Ïóñòü ai �äëèíà ñòîðîíû

êâàäðàòà ó i-ãî ðåá�åíêà. Òîãäà êàæäàÿ ñòîðîíà ïðÿìîóãîëüíèêà
ñîñòàâëåíà èç íåñêîëüêèõ îòðåçêîâ äëèíîé ai, òî åñòü ` = biai è
k = ciai, ãäå bi è ci � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïðè ýòîì ó ðåá�åíêà

ïîëó÷èëîñü bici êâàäðàòèêîâ.
Çàìåòèì, ÷òî 1 < k/` = ci/bi, òî åñòü ÷èñëî k/` ðàöèîíàëüíî.

Ïóñòü s/t� åãî íåñîêðàòèìàÿ çàïèñü; òîãäà s > 1, è ci äåëèòñÿ
íà s ïðè âñåõ i. Çíà÷èò, è ÷èñëî êâàäðàòèêîâ ó i-ãî ðåá�åíêà

äåëèòñÿ íà s. Òîãäà îáùåå ÷èñëî êâàäðàòèêîâ Q òàêæå äåëèòñÿ

íà s > 1, è ïðèòîìQ > s (ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî äåòåé áîëüøå 1).
Çíà÷èò, Q� ñîñòàâíîå ÷èñëî; ïðîòèâîðå÷èå.

10.6. Â îñòðîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BL.
Òî÷êè D è E � ñîîòâåòñòâåííî ñåðåäèíû ìåíüøèõ äóã AB è

BC îêðóæíîñòè ω, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà ABC. Íà
ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BD çà òî÷êó D îòìå÷åíà òî÷êà P , à
íà ïðîäîëæåíèè îòðåçêà BE çà òî÷êó E � òî÷êà Q òàê, ÷òî

∠APB = ∠CQB = 90◦. Äîêàæèòå, ÷òî ñåðåäèíà îòðåçêà BL
ëåæèò íà ïðÿìîé PQ. (À. Êóçíåöîâ)

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ∠BAC = 2α, ∠ACB = 2γ. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî α > γ. Ïîñêîëüêó òî÷êè D è E � ñåðå-

äèíû äóã AB è AC îêðóæíîñòè ω, èìååì ∠ABD = ∠ACB
2

= γ

è ∠CBE = α.
Îáîçíà÷èì ÷åðåçM è N ñåðåäèíû ñòîðîí AB è BC ñîîòâåò-

ñòâåííî (ñì. ðèñ. 2). Òîãäà MN � ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðåóãîëüíèêà

ABC, îíà ïàðàëëåëüíà ñòîðîíå AC è ïðîõîäèò ÷åðåç ñåðåäèíó

K îòðåçêà BL. Òàêæå ∠AMK = 180◦ − ∠MAC = 180◦ − 2α è

∠BNK = ∠BCA = 2γ.
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A

B

C

D

E

L

P
MMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMN

Q

K

Ðèñ. 2
Ïóñòü BM = MA = c, BN = NC = a. Îòðåçîê MP ÿâ-

ëÿåòñÿ ìåäèàíîé â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå APB, ïîýòî-
ìó MP = c è ∠MPB = ∠MBP = γ; àíàëîãè÷íî, NQ = a è

∠NQB = α. Ñëåäîâàòåëüíî, ∠QNK = ∠BNK +∠BNQ = 2γ +
+ 180◦ − 2α è ∠PMK = ∠AMK + ∠PMA = 180◦ − 2α + 2γ.
Òàê êàê α > γ, òî ëèáî òî÷êè P è Q ëåæàò íà ïðÿìîé MN , è

â òàêîì ñëó÷àå çàäà÷à óæå ðåøåíà, ëèáî òî÷êà P ëåæèò â òîé

æå ïîëóïëîñêîñòè, ÷òî è òî÷êà A îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN , à

òî÷êà Q� â äðóãîé ïîëóïëîñêîñòè.

Çàìåòèì, ÷òîBK � áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêàBMN , ïîýòî-

ìó MK/KN = c/a = MP/QN . Âìåñòå ñ ðàâåíñòâîì ∠PMK =
= ∠QNK ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðåóãîëüíèêè PMK è QNK ïîäîá-

íû. Çíà÷èò, ∠MKP = ∠NKQ. Ïîñêîëüêó ê òîìó æå òî÷êè P
è Q ëåæàò â ðàçíûõ ïîëóïëîñêîñòÿõ îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé MN ,

òî÷êè P , M è K ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äî-

êàçàòü.

10.7. Â ìàòåìàòè÷åñêîì êðóæêå çàíèìàþòñÿ 24 øêîëüíèêà. Êàæäóþ

êîìàíäó, ñîñòîÿùóþ èç 6 øêîëüíèêîâ, ðóêîâîäèòåëü ñ÷èòàåò

ëèáî ñûãðàííîé, ëèáî íåñûãðàííîé. Äëÿ òóðíèðà ìàòåìàòè÷å-

ñêèõ áî�åâ ðóêîâîäèòåëü ñîáèðàåòñÿ ðàçáèòü äåòåé íà 4 êîìàí-

äû ïî 6 ÷åëîâåê. Ìîæåò ëè îêàçàòüñÿ, ÷òî ïðè ëþáîì ðàçáèåíèè

øêîëüíèêîâ íà 4 êîìàíäû ñûãðàííûìè îêàçûâàþòñÿ ëèáî ðîâíî

òðè êîìàíäû, ëèáî ðîâíî îäíà, ïðè÷�åì è òîò, è äðóãîé âàðèàíòû

ïðèñóòñòâóþò? (È. Áîãäàíîâ)
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Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï, 2018�2019 ó÷åáíûé ãîä. Âòîðîé äåíü

Îòâåò. Äà, ìîæåò.

Ðåøåíèå. Ïðèâåä�åì îäèí èç âîçìîæíûõ ïðèìåðîâ. Âûäå-

ëèì òð�åõ øêîëüíèêîâ. Áóäåì íàçûâàòü ñûãðàííûìè êîìàíäû, â

êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ 1 èëè 3 âûäåëåííûõ øêîëüíèêà, à îñòàëü-

íûå � íåñûãðàííûìè.

Âûäåëåííûå øêîëüíèêè ìîãóò ëèáî îêàçàòüñÿ â òð�åõ ðàç-

íûõ êîìàíäàõ, è òîãäà ìû ïîëó÷èì òðè ñûãðàííûå êîìàíäû è

îäíó íåñûãðàííóþ, ëèáî îêàçàòüñÿ âñå â îäíîé êîìàíäå, è ìû

ïîëó÷èì îäíó ñûãðàííóþ è òðè íåñûãðàííûå, ëèáî äâîå ìîãóò

îêàçàòüñÿ â îäíîé êîìàíäå è îäèí â äðóãîé, â ýòîì ñëó÷àå ìû

òàêæå ïîëó÷àåì îäíó ñûãðàííóþ è òðè íåñûãðàííûå êîìàíäû.

Òàêèì îáðàçîì, âñå óñëîâèÿ ñîáëþäàþòñÿ.

Çàìå÷àíèå. Òàêæå ïîäõîäÿò âñå ïðèìåðû, êîãäà âûäåëåíî

íå÷�åòíîå êîëè÷åñòâî øêîëüíèêîâ, áîëüøåå 1 è ìåíüøåå 23, è âñå

êîìàíäû, â êîòîðûõ ïðèñóòñòâóåò íå÷�åòíîå êîëè÷åñòâî âûäåëåí-

íûõ øêîëüíèêîâ, îáúÿâëÿþòñÿ ñûãðàííûìè, à âñå îñòàëüíûå�

íåñûãðàííûìè.

10.8. Äàíû íåïîñòîÿííûé ìíîãî÷ëåí P (x) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè
è íàòóðàëüíîå ÷èñëî n. Ïîëîæèì a0 = n, ak = P (ak−1) ïðè

âñåõ íàòóðàëüíûõ k. Îêàçàëîñü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

b â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . åñòü ÷èñëî, ÿâëÿþùååñÿ

b-é ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1. Äîêàæèòå, ÷òî
ìíîãî÷ëåí P (x)�ëèíåéíûé. (Ì. Àíòèïîâ)

Ðåøåíèå. Çàìåòèì ñðàçó, ÷òî ïðè êàæäîì íàòóðàëüíîì b
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a0, a1, a2, . . . âñòðåòèòñÿ áåñêîíå÷íî ìíî-

ãî b-õ ñòåïåíåé íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, áîëüøèõ åäèíèöû. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè èõ êîëè÷åñòâî êîíå÷íî, è íàèáîëüøàÿ èç íèõ� ýòî

N = xb, òî â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íå âñòðåòèòñÿ íè îäíîé Nb-é
ñòåïåíè, ÷òî íåâîçìîæíî.

Ïîëîæèì dk = ak+1 − ak; òîãäà ak+1 ≡ ak (mod dk).
Ïîñêîëüêó âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà öåëûå, èç a ≡
≡ a′ (mod dk) ñëåäóåò P (a) ≡ P (a′) (mod dk). Îòñþäà íåïî-
ñðåäñòâåííîé èíäóêöèåé ïî s ïîëó÷àåì, ÷òî ak+s+1 ≡ ak+s
(mod dk), òî åñòü ak+s ≡ ak (mod dk) ïðè âñåõ s > 0.

Ëåììà. ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà dk.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü p` �ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ïðî-

ñòîãî ÷èñëà p, äåëÿùàÿ dk; äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ak(ak − 1)
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äåëèòñÿ íà p`. Ïîëîæèì b = p`−1(p − 1)`; ñîãëàñíî çàìå÷àíèþ

âûøå, íàéä�åòñÿ òàêîé èíäåêñ s > k, ÷òî as = mb ïðè íàòóðàëü-

íîì m; ïðè ýòîì as ≡ ak (mod p`).
Åñëè m íå äåëèòñÿ íà p, òî ïî òåîðåìå Ýéëåðà as =

=
(
mp`−1(p−1)

)`
≡ 1` ≡ 1 (mod p`), îòêóäà ak ≡ 1 (mod p`).

Åñëè æåm äåëèòñÿ íà p, òî as äåëèòñÿ íà p
`, à çíà÷èò, è ak òîæå.

Â ëþáîì ñëó÷àå ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà p`, ÷òî è òðåáîâàëîñü. �
Ñîãëàñíî ëåììå, äëÿ ëþáîãî k ÷èñëî ak(ak − 1) äåëèòñÿ íà

dk = P (ak)−ak; ïðè ýòîì ïî óñëîâèþ ñðåäè öåëûõ ÷èñåë ak áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ. Â ÷àñòíîñòè, |x(x − 1)| > |Q(x)| ïðè
áåñêîíå÷íîì êîëè÷åñòâå öåëûõ çíà÷åíèé x (ãäå Q(x) = P (x)−x).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà P (x) (è, êàê
ñëåäñòâèå, ìíîãî÷ëåíà Q(x)) áîëüøå 1. Òîãäà íåðàâåíñòâî âû-

øå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ìíîãèõ öåëûõ x ëèøü

òîãäà, êîãäà Q(x) � êâàäðàòíûé òð�åõ÷ëåí ñî ñòàðøèì êîýôôè-

öèåíòîì ±1, òî åñòü Q(x) = ±x2 + ux + v. Â ýòîì ïîñëåäíåì

ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà Q(x) ∓ x(x − 1) = (u ± 1)x + v äå-
ëÿòñÿ íà Q(x) äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà öåëûõ x; ýòî ìî-

æåò áûòü ëèøü åñëè Q(x) = ±x(x − 1), òî åñòü P (x) = x2 èëè

P (x) = 2x− x2 = 1− (x− 1)2.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ak = n2
k
, òî åñòü ak íå ìîæåò áûòü

íå÷�åòíîé ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, åñëè n íå ÿâëÿåòñÿ òà-

êîâîé ñòåïåíüþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå P (x) 6 1 ïðè âñåõ x, òî åñòü
P (x) íå ìîæåò áûòü ñòåïåíüþ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, áîëüøåãî 1.
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíåíî; çíà÷èò, P (x) ëè-
íååí.
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