
Региональный этап, 2022–2023 учебный год. Второй день

Введение
Порядок проведения, методика и система оценивания

(проверки) регионального этапа Всероссийской олимпиады
школьников по математике 2022–2023 учебного года.

Региональный этап Всероссийской олимпиады школьников по ма-
тематике 2022–2023 учебного года проводится по заданиям, подготов-
ленным Центральной предметно-методической комиссией, в единые
для всех субъектов РФ сроки: 13 февраля 2023 г. (I тур) и 14 фев-
раля 2023 г. (II тур). Региональный этап проводится по отдельным
заданиям для учащихся 9, 10 и 11 классов.

Задания для каждого класса включают 10 задач— по 5 задач
в каждом из двух дней (туров) Олимпиады (задачи 1–5 — I тур, за-
дачи 6–10 — II тур). Продолжительность каждого тура для каждого
класса составляет 3 часа 55 минут.

В силу того, что во всех субъектах Российской Федерации ре-
гиональный этап проводится по одним и тем же заданиям, подго-
товленным Центральной предметно-методической комиссией, в целях
предотвращения преждевременного доступа к текстам заданий со сто-
роны участников Олимпиады, а также их учителей и наставников,
время начала и окончания туров в установленные даты в каждом
субъекте РФ должно определяться в соответствии с «Временны́ми
регламентами проведения туров регионального этапа Всерос-
сийской олимпиады школьников в субъектах Российской Фе-
дерации в 2022–2023 учебном году» для часовых поясов.

Разбор задач в субъектах Российской Федерации, где тур окан-
чивается в 16.00 и 17.00 по местному времени, проводится не раньше,
чем на следующий день после проведения второго тура Олимпиады.

Решение каждой задачи оценивается целым числом баллов от 0
до 7. Максимальное количество баллов, которое может получить
участник, равно 70 (35 — I тур, 35 — II тур).

Задания математических олимпиад являются творческими, до-
пускают несколько различных вариантов решений. Кроме того, необ-
ходимо оценивать частичные продвижения в задачах (например, раз-
бор важного случая, доказательство вспомогательного утверждения,
нахождение примера и т. п.). Наконец, возможны логические и ариф-
метические ошибки в решениях. Окончательные баллы по задаче
должны учитывать всё вышеперечисленное.

Проверка работ осуществляется в соответствии со следующими
правилами:

а) любое правильное решение оценивается в 7 баллов. Недопу-
стимо снятие баллов за то, что решение слишком длинное, или за то,
что решение школьника отличается от приведённого в методических
разработках;
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б) недопустимо снятие баллов в работе за неаккуратность записи
решений;

в) баллы не выставляются «за старание Участника», в том числе
за запись в работе большого по объёму текста, не содержащего про-
движений в решении задачи;

г) черновики не проверяются.
В связи с необходимостью качественной оценки работ участников,

на их проверку выделяется до 7 дней.
Для единообразия оценки работ участников олимпиады из раз-

ных регионов и с целью исключения при этом ошибок, Центральная
предметно-методическая комиссия имеет право перепроверки работ
участников регионального этапа.

В случае отсутствия специальных критериев по задаче, её реше-
ние оценивается по приведённой ниже таблице (отметим, что для ис-
ключения различий в оценке близких продвижений по задаче в ра-
ботах разных участников, таблица упрощена по сравнению с при-
ведённой в Требованиях по проведению регионального этапа).

Баллы Правильность (ошибочность) решения
7 Полное верное решение.
6–7 Верное решение. Имеются небольшие недочёты (не ло-

гические), в целом не влияющие на решение.
до 4 В задаче типа «Оценка+пример» доказана оценка.
до 3 В задаче типа «Оценка+пример» построен пример.
до 1 Рассмотрен важный случай при отсутствии решения.
0 Аналитическое (координатным или векторным мето-

дом) решение геометрической задачи, не доведённое до
конца.

0 Решение отсутствует. Решение неверное, продвижения
отсутствуют.

Ниже приведены ответы и решения к задачам олимпиады. В ком-
ментариях к задачам указаны критерии оценивания (в баллах) неко-
торых предполагаемых ошибок и частичных продвижений. Заметим,
что работа участника, помимо приведённых, может включать другие
содержательные продвижения и ошибки, которые должны быть оце-
нены дополнительно.

Желаем успешной работы!
Авторы и составители сборника
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9.6

Äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n îáîçíà÷èì ÷åðåç Sn íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ ÷èñåë 1, 2, . . . , n.
Ñóùåñòâóåò ëè òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, ÷òî Sm+1 = 4Sm?

Ðåøåíèå 1.

Îòâåò: íåò.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü Sm+1 äåëèòñÿ íà 2s, íî íå äåëèòñÿ íà 2s+1; òîãäà s ≥ 2. Ýòî

çíà÷èò, ÷òî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . ,m + 1 åñòü ÷èñëî a, äåëÿùååñÿ íà 2s. Íî òîãäà ÷èñëî a/2 óæå
íå ïðåâîñõîäèò m è äåëèòñÿ íà 2s−1; çíà÷èò, è Sm äåëèòñÿ íà 2s−1. Ïîýòîìó Sm+1/Sm íå ìîæåò
äåëèòüñÿ íà ñòåïåíü äâîéêè, á�îëüøóþ ïåðâîé.

Ðåøåíèå 2.

Îòâåò: íåò.
Îáîçíà÷èì νp(x) ñòåïåíü âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî p â ðàçëîæåíèå íàòóðàëüíîãî x.

1 ñëó÷àé) Ïóñòü m+ 1 = pk, ãäå p � ïðîñòîå (è k ≥ 1).
Òîãäà åñëè q � ïðîñòîå, q ̸= p, òî (ïîñêîëüêó m+ 1 íå äåëèòñÿ íà q, èìååì νq(Sm+1) = νq(Sm)).

Òàêæå νp(Sm+1) = k è νp(Sm) = k − 1 (òàê êàê íè îäíî èç ÷èñåë 1, 2, . . . ,m íå äåëèòñÿ íà pk, íî
ñðåäè íèõ åñòü ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà pk−1, íàïðèìåð ñàìî pk−1).

Èòàê, â ïåðâîì ñëó÷àå Sm+1 = pSm.

2 ñëó÷àé) Ïóñòü òåïåðü m+1 íå ðàâíî ñòåïåíè ïðîñòîãî ÷èñëà. Òîãäà ïóñòü äëÿ ôèêñèðîâàííîãî
ïðîñòîãî p âûïîëíåíî νp(m+ 1) = t. Òîãäà m+ 1 > pt, ïîýòîìó ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . ,m åñòü ÷èñëî,
êðàòíîå pt, íàïðèìåð, ñàìî pt. Çíà÷èò, νp(Sm) ≥ t = νp(m+ 1). Çíà÷èò, νp(Sm+1) = νp(Sm).

Ïîâòîðÿÿ ðàññóæäåíèå äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p. ïîëó÷àåì, ÷òî âî âòîðîì ñëó÷àå Sm+1 = Sm.

Èç ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ 1 è 2 ïîëó÷àåòñÿ âûâîä: Sm+1/Sm ìîæåò áûòü ðàâíî òîëüêî ïðîñòîìó
÷èñëà èëè 1.



Региональный этап, 2022–2023 учебный год. Второй день

Условия и решения задач

9 класс
9.6. Для натурального числа n обозначим через Sn наименьшее об-

щее кратное всех чисел 1, 2, . . . , n. Существует ли такое нату-
ральное число m, что Sm+1 = 4Sm? (А. Кузнецов)

Ответ. Нет.
Решение. Предположим противное. Пусть Sm+1 делится

на 2s, но не делится на 2s+1; тогда s > 2. Это значит, что среди
чисел 1, 2, . . . ,m + 1 есть число a, делящееся на 2s. Но тогда
число a/2 уже не превосходит m и делится на 2s−1; значит, и
Sm делится на 2s−1. Поэтому Sm+1/Sm не может делиться на
степень двойки, бо́льшую первой.

Замечание. Можно показать, что Sm+1 > Sm только то-
гда, когда число m + 1 является степенью некоторого простого
числа p; в этом случае отношение Sm+1/Sm будет равно p.

Комментарий. Заявлено, что Sm+1/Sm не может делиться
на квадрат простого числа, но это утверждение не доказано или
доказано неверно — 1 балл.

9.7. На доску записали 99 чисел, среди которых нет равных. В тет-
радку выписали 99 · 98

2
чисел — все разности двух чисел с дос-

ки (каждый раз из большего числа вычитали меньшее). Оказа-
лось, что в тетрадке число 1 записано ровно 85 раз. Пусть d —
наибольшее число, записанное в тетрадке. Найдите наименьшее
возможное значение d. (Л. Самойлов)

Ответ. d = 7.
Решение. Докажем, что d > 7. Все числа с доски разбива-

ются на цепочки чисел вида a, a+1, a+2, . . . , a+t так, что числа
из разных цепочек не отличаются ровно на 1. Такое разбиение
нетрудно построить, соединив любые два числа, отличающиеся
на 1, отрезком и рассмотрев полученные ломаные.

Пусть получилось k цепочек, в которых n1, n2, . . . , nk чисел
соответственно (некоторые цепочки могут состоять из одного
числа). В цепочке из ni чисел есть ровно ni − 1 пара чисел, от-
личающихся на 1. Поэтому общее количество единиц в тетрадке
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равно
(n1−1)+(n2−1)+ . . .+(nk−1) = (n1+n2+ . . .+nk)−k = 99−k,
откуда k = 99− 85 = 14. Значит, в одной из цепочек не меньше,
чем 99/14 чисел, то есть не меньше 8 чисел. Разность наиболь-
шего и наименьшего чисел в такой цепочке не меньше 8− 1 = 7.

Осталось привести пример, в котором d = 7. Такой пример
дают, например, числа

0 =
0

14
,

1

14
,

2

14
, . . . ,

98

14
= 7.

Действительно, в этом примере d = 7, и ровно для первых 85 из
этих чисел в наборе есть число, на единицу большее.

Замечание. Приведённый пример— не единственный. Все
возможные оптимальные примеры устроены так: есть ровно од-
на цепочка из 8 чисел (от a до a+ 7), а также 13 цепочек, каж-
дая — из 7 чисел; все числа этих остальных цепочек должны рас-
полагаться между a и a+ 7.

Комментарий. Только ответ — 0 баллов.
Приведён только пример с d = 7, удовлетворяющий услови-

ям задачи— 2 балла.
Приведена только оценка, показывающая, что d > 7— 5 бал-

лов.
Сформулированное утверждение о том, что все числа раз-

биваются на цепочки, в каждой из которых числа отличаются
на 1 (а разности чисел из разных цепочек не равны 1), принима-
ется без доказательства. Сформулированное утверждение, что в
цепочке из ni чисел не более ni − 1 единичных разностей, тоже
принимается без доказательства.

9.8. Дан остроугольный треугольник ABC, в котором AB < BC.
Пусть M и N — середины сторон AB и AC соответственно,
а H — основание высоты, опущенной из вершины B. Вписанная
окружность касается стороны AC в точке K. Прямая, проходя-
щая через K и параллельная MH, пересекает отрезок MN в
точке P . Докажите, что в четырехугольник AMPK можно впи-
сать окружность. (П. Бибиков)

Первое решение. Совершим гомотетию с центром A и ко-
эффициентом 2. При этой гомотетии точки M и N переходят
в B и C соответственно; пусть точки K и P переходят соответ-
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ственно в K ′ и P ′ (см. рис. 1). Тогда достаточно доказать, что
четырёхугольник ABP ′K ′ описан. Мы докажем, что он описан
около вписанной окружности ω треугольника ABC. Три сторо-
ны четырёхугольника уже касаются ω, поэтому достаточно до-
казать, что её касается P ′K ′.

Пусть I — центр ω. Тогда KK ′ = AK, поэтому A и K ′

симметричны относительно KI. Далее заметим, что ∠P ′K ′A =
= ∠PKA = ∠MHA. Но MH — медиана в прямоугольном тре-
угольнике AHB, поэтому ∠MHA = ∠MAC. Значит, ∠P ′K ′A =
= ∠BAC. Значит, и прямые AB и K ′P ′ также симметричны от-
носительно KI; поскольку одна из них касается ω, то и другая
тоже. Это и требовалось доказать.

Замечание. У решения выше есть несколько вариаций. На-
пример, похожими рассуждениями можно показать, что в че-
тырёхугольнике AMPK биссектрисы трёх углов A,M и K про-
ходят через одну точку— середину отрезка AI. Отсюда следует,
что эта середина — центр искомой вписанной окружности.

A

B

C

M

NKH

P

P ′

K ′

I ω

A

B

C

M

NKH

L

PPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPPP

ω

Рис. 1 Рис. 2
Второе решение. Пусть прямая PK пересекает пря-

мую AB в точке L (см. рис. 2). Как и в решении выше, по-
лучаем, что ∠AKL = ∠AHM = ∠LAK, откуда LA = LK.

Мы докажем, что окружности, вписанные в треугольни-
ки AKL и AMN , совпадают (тогда это и будет вписанная
окружность четырёхугольника AMPK). Поскольку обе окруж-
ности вписаны в угол BAC, для этого достаточно показать, что
они касаются прямой AB в одной и той же точке. Как извест-
но, расстояния от A до точек касания этих окружностей с AB
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равны соответственно AL+AK −KL
2

и AM +AN −MN
2

. Зна-
чит, нам надо доказать, что AL+AK−KL = AM +AN −MN ,
или что ML−KL = KN −MN .

Обозначим полупериметр треугольника ABC через p, и
пусть a = BC, b = CA, c = AB. Имеем ML − KL = (AL −
− AM) −KL = −AM = − c

2
. С другой стороны, KN −MN =

= (AN − AK) −MN =
(
b
2
− (p− a)

)
− a

2
= a+ b

2
− p = − c

2
,

откуда и следует искомое равенство.
Замечание. Во втором абзаце решения по сути доказан сле-

дующий известный признак: четырёхугольнике AMPK описан
тогда и только тогда, когда ML − KL = KN −MN (где N и
L — точки пересечения продолжений боковых сторон, располо-
женные как на рисунке).

Комментарий. Признак описанности, сформулированный
в замечании выше, принимается без доказательства.

9.9. Найдите наибольшее число m такое, что для любых положи-
тельных чисел a, b и c, сумма которых равна 1, выполнено нера-
венство √

ab

c+ ab
+

√
bc

a+ bc
+

√
ca

b+ ca
> m.

(Л. Емельянов)
Ответ. m = 1.
Первое решение. Докажем сначала, что m = 1 удовлетво-

ряет требованиям задачи. Заметим, что ab + c = ab + c(a + b +
+ c) = (c+ a)(c+ b). Следовательно,√

ab

c+ ab
+

√
bc

a+ bc
+

√
ca

b+ ca
=

=

√
ab

(c+ a)(c+ b)
+

√
bc

(a+ b)(a+ c)
+

√
ca

(b+ c)(b+ a)
=

=

√
ab
√
a+ b+

√
bc
√
b+ c+

√
ca
√
c+ a√

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
.

Значит, осталось доказать неравенство√
ab
√
a+ b+

√
bc
√
b+ c+

√
ca
√
c+ a >

√
(a+ b)(b+ c)(c+ a).

Возведем это неравенство в квадрат; оно примет вид
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ab(a+ b) + bc(b+ c) + ca(c+ a) + 2
√
ab2c(a+ b)(b+ c)+

+ 2
√
bc2a(b+ c)(c+ a) + 2

√
ca2b(c+ a)(a+ b) >

> a2b+ ab2 + a2c+ ac2 + b2c+ bc2 + 2abc.

После сокращения слева останется сумма корней, а справа —
2abc. Но любой из корней не меньше, чем abc; действительно,
например,

√
ab2c(a+ b)(b+ c) >

√
ab2c · ac = abc. Отсюда и сле-

дует требуемое.
Осталось доказать, что при любом m > 1 неравенство вы-

полнено не всегда; достаточно это сделать при 1 < m < 3. Пусть
m = 1+2t при 0 < t < 1. Положим a = b = 1− t2

2
и c = t2. Тогда

a+ b+ c = 1, однако√
ab

c+ ab
+

√
bc

a+ bc
+

√
ca

b+ ca
<

√
ab

ab
+

√
bc

a
+

√
ca

b
= 1+2t = m.

Второе решение. Приведём другое доказательство того,
что m = 1 подходит. Для этого докажем, что если a—наиболь-
шее из чисел a, b, c, то верно даже неравенство√

ab

c+ ab
+

√
ca

b+ ca
> 1.

Обозначим t = 1/a, µ = b/c; заметим, что 1 > a > 1
3
, по-

этому 1 < t 6 3. Левая часть неравенства выше переписывается
как√

ab

c+ ab
+

√
ca

b+ ca
=

√
1

1 + c/(ab)
+

√
1

1 + b/(ac)
=

=
1√

1 + t/µ
+

1√
1 + tµ

.

Значит, нам достаточно доказать, что√
1 + t/µ+

√
1 + tµ >

√
(1 + t/µ)(1 + tµ).

Возводя это неравенство в квадрат, получаем
1 + t/µ+ 1 + tµ+ 2

√
(1 + t/µ)(1 + tµ) > 1 + t/µ+ tµ+ t2;

после сокражения подобных слагаемых получаем, что нам до-
статочно доказать неравенство

2
√
(1 + t/µ)(1 + tµ) > t2 − 1 = (t− 1)(t+ 1).

9
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Наконец, это неравенство вытекает из неравенств 2 > t− 1 (по-
скольку t 6 3) и
(1 + t/µ)(1 + tµ) = 1 + t2 + t(µ+ 1/µ) > 1 + t2 + 2t = (t+ 1)2,

где мы применили неравенство о средних.
Комментарий. Только пример, показывающий, что при

любом m > 1 неравенство выполнено не всегда — 2 балла.
Только доказательство того, что m = 1 удовлетворяет тре-

бованиям задачи— 5 баллов.
9.10. Куб 100 × 100 × 100 разбит на миллион единичных кубиков; в

каждом кубике расположена лампочка. Три грани большого ку-
ба, имеющие общую вершину, окрашены: одна красным, другая
синим, а третья зелёным. Назовём столбцом набор из 100 куби-
ков, образующих блок 1×1×100. У каждого из 30 000 столбцов
есть одна окрашенная торцевая клетка; в этой клетке стоит пе-
реключатель — нажатие на этот переключатель меняет состоя-
ние всех 100 лампочек в столбце (выключенная лампочка вклю-
чается, а включенная выключается). Изначально все лампочки
были выключены. Петя нажал на несколько переключателей,
получив ситуацию, в которой ровно k лампочек горят. Докажи-
те, что после этого Вася может нажать на несколько переклю-
чателей так, чтобы ни одна лампочка не горела, использовав не
более k/100 переключателей с красной грани.

(С. Кудря, И. Богданов)
Решение. Ясно, что результат нажатия нескольких пере-

ключателей не зависит от того, в каком порядке эти нажатия
были произведены— количество переключений каждой лампоч-
ки не зависит от этого порядка. В частности, можно считать,
что Петя использовал каждый переключатель не более одного
раза.

Весь куб разбивается на 100 слоёв, параллельных красной
грани. Каждый переключатель на некрасной грани переключа-
ет лампочки в одном слое, а каждый переключатель на красной
грани— по лампочке во всех 100 слоях.

После действий Пети найдётся слой, в котором включено
d 6 k/100 лампочек — назовём один такой слой главным. Пусть
V — набор из d переключателей на красной грани, связанных
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со включёнными лампочками в главном слое. Мы докажем, что
Вася сможет погасить все лампочки, использовав с красной гра-
ни ровно эти переключатели.

Запустим несколько другой процесс, начиная с того же ис-
ходного положения. Пусть P —набор переключателей с красной
грани, использованных Петей, а Q — набор использованных им
переключателей с некрасных граней, связанных с главным сло-
ем. Пусть Петя применит P и Q, а затем Вася применит V. По-
сле действий Пети в главном слое будут гореть те же d лампо-
чек, что и раньше, а значит, после действий Вася все лампочки
в главном слое будут погашены. Если теперь Вася применит в
каждом из остальных слоёв наборы переключателей с некрас-
ных граней, аналогичные Q, то все лампочки будут погашены.

Пусть теперь Петя применит все остальные переключатели
(с некрасных граней!), которые он применял исходно, а Вася
применит их ещё по разу. Все лампочки по-прежнему будут по-
гашены. При этом в новом процессе Петя применил ровно те же
переключатели, что и в исходном, а Вася использовал лишь пе-
реключатели набора V с красной грани (и какие-то — с осталь-
ных граней). Значит, если в исходном процессе Вася совершит
те же действия, которые он сделал в новом, он добьётся требу-
емого.

Комментарий. Замечание о том, что результат не зависит
от порядка нажатий, принимается без обоснований.

Выбран слой, в котором горит d 6 k/100 лампочек, и утвер-
ждается, что Вася может обойтись ровно переключателями с
красной грани, переключающими эти d лампочек (а доказатель-
ство этого факта отсутствует или неверно) — 2 балла.
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