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Çàäà÷à �10-E1. Ò¼ìíîå ïÿòíî

Ïîâåðõíîñòü äíà ñîñóäà ÿâëÿåòñÿ ìàòîâîé, ïîýòîìó ëó÷ ëàçåðà, ïîïàäàþ-
ùèé íà íå¼, ðàññåèâàåòñÿ âî âñå ñòîðîíû. Ëó÷è, ïîïàäàþùèå èçíóòðè íà ãðàíèöó
æèäêîñòè è âîçäóõà ïîä óãëàìè, ïðåâûøàþùèìè ïðåäåëüíûé óãîë αêð, îòðà-
æàþòñÿ îáðàòíî è ñíîâà ïîïàäàþò íà ìàòîâóþ ïîâåðõíîñòü äíà ñîñóäà, ïîäñâå-
÷èâàÿ å¼. Â ñâîþ î÷åðåäü, ëó÷è, ïîïàäàþùèå íà ãðàíèöó æèäêîñòü-âîçäóõ ïîä
óãëàìè, ìåíüøèìè αêð, ïðåëîìëÿþòñÿ è âûõîäÿò èç æèäêîñòè. Ñïðàâåäëèâîñòè
ðàäè ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî è äëÿ óãëîâ ïàäåíèÿ, ìåíüøèõ αêð, íåáîëüøàÿ ÷àñòü
ñâåòà îòðàæàåòñÿ îáðàòíî, ïîýòîìó ò¼ìíûé êðóã íà äíå ñîñóäà íåñêîëüêî ïîäñâå-
÷åí (ñì. ôîòî 1 èç óñëîâèÿ) è íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîñòüþ ÷¼ðíûì.

Íàéä¼ì äèàìåòð ò¼ìíîãî ïÿòíà, äëÿ ÷åãî ïîñòðîèì ëó÷, êîòîðûé ïîñëå ðàñ-
ñåÿíèÿ ñâåòà îò ëàçåðà íà äíå ñîñóäà ïàäàåò íà ãðàíèöó æèäêîñòü-âîçäóõ ïîä
óãëîì αêð (ñì. ðèñ. 1). Èç òðåóãîëüíèêîâ, ïîêàçàííûõ íà ðèñóíêå, ñëåäóåò, ÷òî

D

2
= 2 · h tgαêð.

Ïîñêîëüêó ïðåäåëüíûé óãîë, ïðè êîòîðîì íà ãðàíèöå æèäêîñòè ñ âîçäóõîì ïðî-
èñõîäèò ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæåíèå, îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé sinαêð = 1/næ,
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âûðàæåíèå äëÿ äèàìåòðà ò¼ìíîãî ïÿòíà áóäåò èìåòü âèä

D =
4h√
n2
æ
− 1

.

ìàòîâàÿ ïîâåðõíîñòü

æèäêîñòü

ëó÷ ëàçåðà

h αêð αêð
αêð αêð

D

Ðèñ. 1

Ïîìåñòèì â ñîñóä ëèíåéêó è, âêëþ÷èâ ëàçåð, íà÷í¼ì ñ ïîìîùüþ øïðèöà
íàëèâàòü âíóòðü âîäó. Çàíåñ¼ì â òàáëèöó ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé.

V, ìë 50 65 80 95 110 125 140

D, ìì 24 33 42 50 59 68 77

Âûëüåì âîäó è âûòðåì äíî ñîñóäà è ëèíåéêó ñàëôåòêîé. Ïîâòîðèì îïèñàí-
íûé âûøå ýêñïåðèìåíò ñ íåèçâåñòíîé æèäêîñòüþ.

V, ìì 50 65 80 95 110 125 140

D, ìì 22 30 39 47 55 64 72

Íà äíå ñîñóäà � 1 åñòü ïëîñêàÿ ïëîùàäêà, ïîýòîìó òåîðåòè÷åñêàÿ çàâèñè-
ìîñòü äèàìåòðà ïÿòíà D îò îáú¼ìà æèäêîñòè V äîëæíà èìåòü âèä ëèíåéíîé
ôóíêöèè

D(V ) =
4(V − V0)

S
√
n2
æ
− 1

,

ãäå S � ïëîùàäü äíà ñîñóäà, V0 � êîíñòàíòà, ñâÿçàííàÿ ñ îáú¼ìîì ïóñòîãî ìå-
ñòà âîêðóã ïëîùàäêè è îáú¼ìîì ëèíåéêè. Îòìåòèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè
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òî÷êè, ïîëó÷åííûå â ïï. 1.2 è 1.3, è äëÿ êàæäîé ñåðèè òî÷åê ïðîâåä¼ì àïïðîê-
ñèìèðóþùóþ ïðÿìóþ (ðèñ. 2). Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå S íåèçâåñòíî, áóäåì èñêàòü
îòíîøåíèå óãëîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ïîñòðîåííûõ ïðÿìûõ

γ =
kâ
kíæ

=
77,0− 24,0

72,0− 22,0
= 1,06.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

γ =

√
n2
íæ

− 1

n2
â
− 1

⇒ níæ =
√
1 + γ2(n2

â
− 1) = 1,37.
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Ðèñ. 2

Îöåíèì ïîãðåøíîñòü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà:

∆níæ =
1

2
· (n

2
â
− 1)∆(γ2) + γ2∆(n2

â
)

níæ
=

(n2
â
− 1)γ

níæ
·∆γ +

γ2nâ
níæ

·∆nâ.

Ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííûå çíà÷åíèÿ è äàííûå èç óñëîâèÿ, ïîëó÷èì, ÷òî âòîðîå ñëàãà-
åìîå ðàâíî 0,001, à ïåðâîå � 0,6∆γ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ∆γ ïðèìåíèì ìåòîä ãðàíèö,
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ñ÷èòàÿ, ÷òî âîçìîæíîå îòêëîíåíèå êîîðäèíàò êðàéíèõ òî÷åê ñîñòàâëÿåò 0,5 ìì
(ïîëîâèíó äåëåíèÿ êîîðäèíàòíîé ñåòêè):

γmax =
77,5− 23,5

71,5− 22,5
≈ 1,10 , γmin =

76,5− 24,5

72,5− 21,5
≈ 1,02 ⇒ ∆γ ≈ 0,04.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî âòîðîå ñëàãàåìîå íå ñóùåñòâåííî, è ∆níæ = 0,03.
Âîçüì¼ì ñîñóä � 2 è, âêëþ÷èâ ëàçåð, èçìåðèì äèàìåòð ïÿòíà. Ïîëó÷èì, ÷òî

D0 = 34 ìì.
Â äàííîé ñèñòåìå åñòü äâå ãðàíèöû (àêðèëîâàÿ ïëàñòèíà-æèäêîñòü è æèäêîñòü-

âîçäóõ), íà êîòîðûõ âîçìîæíî ïîëíîå âíóòðåííåå îòðàæåíèå. Ðàññìîòðèì ñíà-
÷àëà ïåðâûé ñëó÷àé � ëó÷ ïàäàåò íà ãðàíèöó æèäêîñòü-âîçäóõ ïîä ïðåäåëüíûì
óãëîì α1 � è íàéä¼ì ðàññòîÿíèå D1/2 (ñì. ðèñ. 3):

D1/2 = 2d tg β1 + 2h tgα1.

Ïåðåïèøåì ýòî âûðàæåíèå, ó÷èòûâàÿ, ÷òî

sinα1 =
1

næ
, sinβ1 =

næ sinα1

nïë
=

1

nïë
,

è ïîëó÷èì

D1 =
4d√

n2
ïë

− 1
+

4h√
n2
æ
− 1

. (*)

Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà ëó÷ èñïûòûâàåò ïîëíîå îòðàæåíèå îò ãðàíèöû àêðèë-
æèäêîñòü, ðàññòîÿíèå D2/2 ðàâíî

D2/2 = 2d tgα2, ãäå sinα2 = næ/nïë.

Îòêóäà, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ óãëà, ïîëó÷èì

D2 =
4d√

(nïë/næ)2 − 1
. (**)

Äèàìåòðó ò¼ìíîãî ïÿòíà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåå èç äâóõ íàéäåííûõ çíà÷åíèé.
Áîëüøåå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåò äèàìåòð âíåøíåãî ñâåòëîãî êîëüöà âîêðóã ò¼ìíîãî
ïÿòíà (ìîæíî âèäåòü íà ôîòî 2 èç óñëîâèÿ). Òàêèì îáðàçîì, D = min(D1,D2).

Ïîìåñòèì ëèíåéêó â ñîñóä � 2 è, âêëþ÷èâ ëàçåð, íà÷í¼ì ñ ïîìîùüþ øïðèöà
íàëèâàòü âíóòðü âîäó. Çàíåñ¼ì â òàáëèöó ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé.

V ,
ìë

80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180

D,
ìì

46 51 55 58 63 66 70 73 76 75 75
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ìàòîâàÿ ïîâåðõíîñòü
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Ðèñ. 3

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ V âîäà çàíèìàåò ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ñòåíêàìè ñîñó-
äà è ïëàñòèíîé, ïîýòîìó ïðè V < V1 (çíà÷åíèå V1 ïðåäñòîèò íàéòè èç ãðàôèêà)
äèàìåòð ïÿòíà ïîñòîÿíåí: D = D0 = 34 ìì. Àíàëîãè÷íî, ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿ
V (êîãäà V áîëüøå íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ V2) äèàìåòð ïÿòíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-
ëîé (∗∗), ñëåäîâàòåëüíî, òàêæå ïîñòîÿíåí. Â èíòåðâàëå V1 < V < V2 çàâèñèìîñòü
D(V ), ñîãëàñíî (∗), äîëæíà áûòü ëèíåéíîé. Îòìåòèì íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè òî÷êè, ïîëó÷åííûå â ï. 2.3, è ïîñòðîèì ãðàôèê, ó÷èòûâàþùèé îñîáåííîñòè,
óêàçàííûå âûøå (ðèñ. 3).
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Ïîñòðîåííûé ãðàôèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëîìàíóþ � òðè ïðÿìîëèíåéíûõ
ó÷àñòêà, äâà èç êîòîðûõ ãîðèçîíòàëüíû. Âåðøèíû ëîìàíîé èìåþò êîîðäèíà-
òû (44 ìë; 34 ìì) è (155 ìë; 75 ìì).

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äèàìåòðà ïÿòíà D2 = 75 ìì, à ìèíèìàëüíîå � D0 =
34 ìì. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó, àíàëîãè÷íóþ ïîëó÷åííîé â ïï. 1.1, çàïèøåì

D0 =
4d√

n2
ïë

− 1
,

îòêóäà

δ =
D2

2

D2
0

=
n2
ïë

− 1

n2
ïë
/n2

â
− 1

⇒ nïë = nâ

√
δ − 1

δ − n2
â

.

Òàê êàê δ = (75/34)2 ≈ 4,866, ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ìàòåðèàëà ïëàñòèíû (àê-
ðèëà) ðàâåí

nïë = 1,334 ·
√

3,866

4,866− 1,780
≈ 1,49.
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Òîëùèíó ïëàñòèíû îïðåäåëèì èç ôîðìóëû äëÿ D0:

d =
D0

4

√
n2
ïë

− 1 =
34 ìì

4

√
1,492 − 1 ≈ 9,4 ìì.

Îöåíèì òåïåðü ïîãðåøíîñòè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé.

εδ = 2εD0
+ 2εD2

=
2 · 1 ìì
34 ìì

+
2 · 1 ìì
75 ìì

= 0,08 ⇒ ∆δ = δ · εδ = 0,4.

Èñïîëüçóÿ ìàëîñòü ïîãðåøíîñòè nâ, âû÷èñëèì ∆nïë:

εnïë =
1

2
·
∣∣∣∣ 1

δ − 1
− 1

δ − n2
â

∣∣∣∣∆δ = 0,012 ⇒ ∆nïë = nïë · εnïë = 0,02.

Àíàëîãè÷íî ïîñòóïèì ïðè íàõîæäåíèè ∆d:

εd = εD0 +
nïë∆nïë
n2
ïë

− 1
= 0,055 ⇒ ∆d = dεd ≈ 0,5.

Âîçüì¼ì øàáëîí è âûðîâíÿåì åãî ïîâåðõíîñòü, ïðèæàâ êðàÿ ê ñòîëó èìåþ-
ùèìñÿ îáîðóäîâàíèåì (øòàòèâîì, îáîèìè ñîñóäàìè). Ïðèëîæèì ëèíåéêó ê øêà-
ëå, íàïå÷àòàííîé íà øàáëîíå, è íàéä¼ì öåíó äåëåíèÿ ýòîé øêàëû:

C =
80 ìì

105
≈ 0,762 ìì.

Ìåäëåííî è àêêóðàòíî ñ ïîìîùüþ øïðèöà íàëü¼ì âîäó íà ïîâåðõíîñòü øàáëîíà.
Ïîëó÷èâøàÿñÿ ¾ëóæà¿ äîëæíà áûòü êàê ìîæíî áîëüøåãî ðàçìåðà (îðèåíòèðî-
âî÷íî, îáú¼ì íàëèòîé âîäû ≈ 80 ìë). Åñëè ïîñìîòðåòü íà â îòðàæåíèå â íàëèòîé
¾ëóæå¿, òî ïî îòñóòñòâèþ èñêàæåíèé ìîæíî îïðåäåëèòü, êàêàÿ ÷àñòü å¼ ïîâåðõ-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé. Âêëþ÷èì ëàçåð è ïîñâåòèì íà øàáëîí ñ âîäîé òàê, ÷òîáû
ëó÷ ïàäàë íà ïîâåðõíîñòü øàáëîíà âïëîòíóþ ê øêàëå (íî íå íà íå¼!). Äîæäàâ-
øèñü ïðåêðàùåíèÿ äâèæåíèÿ ãðàíèöû ¾ëóæè¿, èçìåðèì äèàìåòð ò¼ìíîãî ïÿòíà

Dê = 19 äåë = 19 · C = 19 · 0,762 ìì ≈ 14,5 ìì,

∆Dê = 1 äåë ⇒ εDê
≈ 6%.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû èç ï. 1.1 âû÷èñëèì òîëùèíó ñëîÿ âîäû â ìåñòå, êóäà ñâåòèëè
ëàçåðîì:

h =
Dê

4

√
n2
â
− 1 ≈ 3,2 ìì.

Òàê êàê εnâ ≪ εh, îòíîñèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè h è Dê ðàâíû, ïîýòîìó

∆h = h · εh = 0,2 ìì.
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Ðèñ. 4

Ãîðèçîíòàëüíûé ðàçìåð ¾ëóæè¿
ìíîãî áîëüøå å¼ òîëùèíû h, ïîýòî-
ìó âåðõíÿÿ ïîâåðõíîñòü âîäû ÿâëÿåò-
ñÿ ïðàêòè÷åñêè ïëîñêîé. Ýòî äà¼ò âîç-
ìîæíîñòü ñâÿçàòü òîëùèíó ñëîÿ âîäû
ñ óãëîì ñìà÷èâàíèÿ, ðàññìàòðèâàÿ çà-
äà÷ó êàê äâóìåðíóþ. Ðàññìîòðèì ìà-
ëåíüêèé ó÷àñòîê ñëîÿ æèäêîñòè øèðè-
íîé L è óñëîâèå å¼ ðàâíîâåñèÿ â ïðî-
åêöèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü x (ñèëû,
äåéñòâóþùèå íà ýòîò ó÷àñòîê â ãîðè-
çîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè, èçîáðàæåíû
íà ðèñ. 4):

0 = F cos θ − F + pñðLh = σL cos θ − σL+
ρâgLh

2

2
,

ãäå F = σL � ñèëà ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, pñð = ρâgh/2 � ñðåäíåå ïî âûñîòå
ãèäðîñòàòè÷åñêîå äàâëåíèå.

Âûðàæàÿ îòñþäà h, ïîëó÷èì

h =

√
2σ(1− cos θ)

ρâg
= 2

√
σ

ρâg
sin

θ

2
.

Âû÷èñëèì òåïåðü çíà÷åíèå óãëà θ:

θ = 2arcsin

(
h

2

√
ρâg

σ

)
= 2arcsin(0,58) = 72◦.

Îöåíèì îòíîñèòåëüíóþ ïîãðåøíîñòü àðãóìåíòà àðêñèíóñà A = 0,5h
√
ρâg/σ :

εA = εh + 0,5(εσ + ερâ + εg) = 7,8%.

Îòêóäà

∆θ =
180◦

π
· 2AεA√

1−A2
≈ 6◦.


