
Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï ÂñÎØ ïî ôèçèêå Òåîðåòè÷åñêèé òóð

Çàäà÷à �10-1. Âñïëûâàþùèé áðóñîê

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñèòóàöèþ, êîãäà áðóñîê ïëàâàåò, íå êàñàÿñü äíà è ïî-
âåðíóâøèñü íà óãîë α âîêðóã ñâîåé ïðîäîëüíîé îñè (íà ðèñóíêå èçîáðàæåíî ïî-
ïåðå÷íîå ñå÷åíèå áðóñêà). Ïîñêîëüêó ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ðàâíà 50% ïëîòíîñòè
âîäû, áðóñîê ïîãðóæ¼í íà ïîëîâèíó ñâîåãî îáú¼ìà, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîâåðõ-
íîñòü âîäû ïðîõîäèò ÷åðåç ïðîäîëüíóþ îñü ñèììåòðèè áðóñêà (÷åðåç òî÷êó O
íà ðèñ.). Ïîìèìî ñèëû òÿæåñòè, ïðèëîæåííîé â òî÷êå O, íà áðóñîê äåéñòâóåò
ñèëà Àðõèìåäà. Äëÿ óäîáñòâà ïîäñ÷¼òîâ, ðàçîáü¼ì ïîãðóæ¼ííóþ ÷àñòü èçîáðà-
æ¼ííîãî ñå÷åíèÿ îòðåçêîì CD íà äâå ôèãóðû � òðåóãîëüíèê ECD è îñòàâøèéñÿ

LIX Âñåðîññèéñêàÿ îëèìïèàäà
øêîëüíèêîâ ïî ôèçèêå

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï

Òåîðåòè÷åñêèé òóð

ïðÿìîóãîëüíèê � è íàéä¼ì öåíòðû ìàññ êàæäîé èç íèõ. Öåíòð ïåðâîé ôèãóðû
íàõîäèòñÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí △ECD (â òî÷êå A), à öåíòð âòîðîé �
â òî÷êå B, ãäå ïåðåñåêàþòñÿ äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà.
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî CD = a, EC = a tgα, CF = (b− a tgα)/2, è îáîçíà÷èâ äëèíó
áðóñêà êàê L, çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ ñèëû Àðõèìåäà F1 è F2,
ïðèëîæåííûõ â òî÷êàõ A è B ñîîòâåòñòâåííî:

F1 = ρâgL · 1
2
a · a tgα =

1

2
ρâga

2L tgα, F2 = ρâgaL · b− a tgα

2
.

Äëèíû îòðåçêîâ AO è BO, îïèðàÿñü íà ðàçëè÷íûå ãåîìåòðè÷åñêèå òåîðåìû,
ìîæíî íàéòè êàê

AO =
1

3
CO =

1

6
ED =

a

6 cosα
, BO =

a tgα+ CF

2
=

b+ a tgα

4
.

Îïðåäåëèì òåïåðü çíà÷åíèå óãëà α, íå ðàâíîå íóëþ, ïðè êîòîðîì áðóñîê íàõîäèò-
ñÿ â ðàâíîâåñèè. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì ïðàâèëî ìîìåíòîâ îòíîñèòåëüíî òî÷êè O:

F1 ·AO cos 2α = F2 ·BO cos(90◦ − α) ⇒

⇒ 1

2
ρâga

2L tgα · a cos 2α
6 cosα

= ρâgaL · b
2 − a2 tg2 α

8
· sinα ⇒
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⇒ 2

3
(1− tg2 α) =

(
b

a

)2

− tg2 α ⇒

⇒ tg2 α = 3

(
b

a

)2

− 2 =
1

3
⇒ α = 30◦.

Äàííîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì, òàê êàê ïðè α > 30◦ ìîìåíò
ñèëû F1 ïðåâûøàåò ìîìåíò ñèëû F2, è áðóñîê áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïî ÷àñîâîé
ñòðåëêå (óãîë α áóäåò óìåíüøàòüñÿ). Åñëè æå α < 30◦, òî, íàîáîðîò, ìîìåíò ñèëû
F2 áóäåò áîëüøå, è áðóñîê áóäåò ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè (α ñòà-
íåò óâåëè÷èâàòüñÿ). Ïðè÷¼ì ýòî ñïðàâåäëèâî, â òîì ÷èñëå, è äëÿ ìàëûõ óãëîâ,
áëèçêèõ ê 0◦. Òàêèì îáðàçîì, êîãäà âîäà äîéä¼ò äî âûñîòû b/2, èñõîäíîå ïîëî-
æåíèå áðóñêà (ïðè α = 0◦) ïåðåñòàíåò áûòü óñòîé÷èâûì, è îäèí èç êðà¼â áðóñêà
(ëåâûé èëè ïðàâûé � äåëî ñëó÷àÿ) ñòàíåò ïîäíèìàòüñÿ ââåðõ. Ïðè äàëüíåéøåì
ïîäú¼ìå óðîâíÿ âîäû âðàùåíèå áðóñêà ïðîäîëæèòñÿ, ïîêà óãîë α íå äîñòèãíåò
âåëè÷èíû 30◦. Åñëè óðîâåíü âîäû ïðîäîëæèò óâåëè÷èâàòüñÿ, áðóñîê îòîðâ¼òñÿ
îò äíà ñîñóäà è áóäåò ïëàâàòü â òàêîì (óñòîé÷èâîì!) ïîëîæåíèè. Íàéä¼ì âûñîòó
óðîâíÿ âîäû, ïðè êîòîðîé ïðîèçîéä¼ò îòðûâ áðóñêà:

H = EF cosα =
b+ a tgα

2
· cosα =

√
7/3 + 1

4
· a ≈ 0,632 a.

Çàäà÷à �10-2. Äâîå ïðîòèâ âåòðà

Ìåòîä �1

Ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíîå äâèæåíèå øàðèêîâ. Çàïèøåì âòîðîé çàêîí Íüþ-
òîíà äëÿ êàæäîãî èç íèõ

ma⃗1 = mg⃗ − k(v⃗1 − u⃗),

ma⃗2 = mg⃗ − k(v⃗2 − u⃗)

è âû÷òåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äðóã èç äðóãà

ma⃗r = −kv⃗r.

Çäåñü a⃗r = a⃗2 − a⃗1 � îòíîñèòåëüíîå óñêîðåíèå øàðèêîâ, à v⃗r = v⃗2 − v⃗1 � èõ
îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü. Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ìàëîå èçìåíåíèå îòíî-
ñèòåëüíîé ñêîðîñòè dv⃗r è ìàëîå èçìåíåíèå âåêòîðà ñìåùåíèÿ âòîðîãî øàðèêà
îòíîñèòåëüíî ïåðâîãî d⃗l ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

dv⃗r = − k

m
d⃗l.
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Ïîñêîëüêó îíî ñïðàâåäëèâî â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè, ïîëíîå èçìåíåíèå îòíîñè-
òåëüíîé ñêîðîñòè ∆v⃗r è ïîëíîå èçìåíåíèå âåêòîðà ñìåùåíèÿ ∆l⃗ ñâÿçàíû àíàëî-
ãè÷íî

∆v⃗r = − k

m
∆l⃗.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ, ñïóñòÿ íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî áîëüøå âðåìÿ îòíîñèòåëüíàÿ
ñêîðîñòü øàðèêîâ ïðåíåáðåæèìî ìàëà (v⃗r = 0⃗), à âåêòîð ñìåùåíèÿ ìåæäó íèìè

l⃗ = L⃗ íàïðàâëåí âåðòèêàëüíî ââåðõ è èìååò äëèíó L, ñëåäîâàòåëüíî

0⃗− (v⃗20 − v⃗10) = − k

m
(L⃗− 0⃗),

v⃗20 − v⃗10 =
k

m
L⃗.

Çàïèøåì ýòî ðàâåíñòâî â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü

v20 cosα2 − v10 cosα1 = 0,

îòêóäà

v20 = v10
cosα1

cosα2
≈ 12,26 ì/ñ.

Ìåòîä �2

Çàïèøåì äëÿ ïåðâîãî øàðèêà âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñü OX,
íàïðàâëåííóþ ãîðèçîíòàëüíî âïðàâî,

m
dv1x
dt

= −k(v1x + u).

Îòñþäà, ïðèìåíÿÿ íåïîñðåäñòâåííîå èíòåãðèðîâàíèå è ó÷èòûâàÿ íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ (x1(0) = 0 è v1x(0) = v10 cosα1), ïîëó÷èì

v1x(t) = (v10 cosα1 + u)e−
k
m t − u,

x1(t) =
m

k
(v10 cosα1 + u)(1− e−

k
m t)− ut.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

v2x(t) = (v20 cosα2 + u)e−
k
m t − u,

x2(t) =
m

k
(v20 cosα2 + u)(1− e−

k
m t)− ut.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî x1(∞) = x2(∞), ïîýòîìó

v10 cosα1 = v20 cosα2,
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îòêóäà

v20 = v10
cosα1

cosα2
≈ 12,26 ì/ñ.

Ìåòîä �1

Çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, ÷òî âòîðîé øàðèê óïàë ïîçäíåå, âåêòîð L⃗
íàïðàâëåí ââåðõ. Çàïèøåì ïîëó÷åííîå âûøå âåêòîðíîå ðàâåíñòâî v⃗20− v⃗10 = k

m L⃗
â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü

v20 sinα2 − v10 sinα1 =
k

m
L.

Îòñþäà
m

k
=

L

v20 sinα2 − v10 sinα1
= 0,75 ñ.

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâèæåíèå ïåðâîãî øàðèêà â îòäåëüíîñòè. Çàïèøåì äëÿ
íåãî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà âåðòèêàëüíóþ îñü OY ,

m
dv1y
dt

= −mg − kv1y ⇒ dv1y = −gdt− k

m
dy1.

Çäåñü y1 � âåðòèêàëüíàÿ êîîðäèíàòà ïåðâîãî øàðèêà. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
ñïóñòÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå âðåìÿ âåðòèêàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè ïðèìåò çíà-
÷åíèå −mg/k. Ïåðåõîäÿ ê êîíå÷íûì ïðèðàùåíèÿì òàê, êàê ìû ðàíüøå ñäåëàëè
ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ è âåêòîðîì ñìåùåíèÿ ìåæäó øàðèêàìè, ïîëó÷èì

−mg

k
− v10 sinα1 = −gτ +

k

m
H.

Îòñþäà

H =
m

k
(gτ − v10 sinα1)−

m2

k2
g = 30,83 ì.

Ìåòîä �2

Çàïèøåì äëÿ ïåðâîãî øàðèêà âòîðîé çàêîí Íüþòîíà â ïðîåêöèè íà îñü OY ,
íàïðàâëåííóþ âåðòèêàëüíî ââåðõ,

m
dv1y
dt

= −mg − kv1y.

Îòñþäà, èíòåãðèðóÿ ñ ó÷¼òîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (y(0) = 0 è v1y(0) = v10 sinα1),
ïîëó÷èì

v1y(t) =
(
v10 sinα1 +

mg

k

)
e−

k
m t − mg

k
,

y1(t) =
m

k

(
v10 sinα1 +

mg

k

)
(1− e−

k
m t)− mg

k
t.
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì,

v2y(t) =
(
v20 sinα2 +

mg

k

)
e−

k
m t − mg

k
,

y2(t) =
m

k

(
v20 sinα2 +

mg

k

)
(1− e−

k
m t)− mg

k
t.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî y2(∞)− y1(∞) = L, òàê ÷òî

m

k
(v20 sinα2 − v10 sinα1) = L.

Îòñþäà
m

k
=

L

v20 sinα2 − v10 sinα1
= 0,75 ñ.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ,

H = −y1(τ) =
mg

k
τ − m

k

(
v10 sinα1 +

mg

k

)
(1− e−

k
m τ ) = 30,84 ì.

Ìåòîä �1

Ðàññìîòðèì äâèæåíèå ñèñòåìû øàðèêîâ êàê öåëîãî. Óñêîðåíèå öåíòðà ìàññ
a⃗c = (⃗a1 + a⃗2)/2 ñâÿçàíî ñ âíåøíèìè ñèëàìè âûðàæåíèåì

2ma⃗c = −k(v⃗1 + v⃗2 − 2u⃗) + 2mg⃗ = −2k(v⃗c − u⃗) + 2mg⃗,

ãäå v⃗c = (v⃗1 + v⃗2)/2 � ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ. Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå v⃗f = u⃗+mg⃗/k
� íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòî óñòàíîâèâøàÿñÿ ñêîðîñòü ëþáîãî èç øàðèêîâ. Ïî-
ëó÷èì

a⃗c = − k

m
(v⃗c − v⃗f ).

Ïåðåéä¼ì â ñèñòåìó îòñ÷¼òà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ v⃗f . Óñêî-
ðåíèå è ñêîðîñòü öåíòðà ìàññ â ýòîé ñèñòåìå îáîçíà÷èì a⃗′c è v⃗′c ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà

a⃗′c = − k

m
v⃗′c.

Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå! Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî öåíòð
ìàññ äâàæäû ïðîõîäèë ÷åðåç òî÷êó O, êîòîðàÿ â âûáðàííîé ñèñòåìå îòñ÷¼òà äâè-
æåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ −v⃗f . Ñëåäîâàòåëüíî, v⃗

′
c || v⃗f . Íî v⃗′c = v⃗c − v⃗f , à

çíà÷èò
v⃗c || v⃗f ,

òî åñòü

(v⃗1 + v⃗2) ||
(
u⃗+

mg⃗

k

)
.
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Ýòî âåðíî äëÿ ëþáîãî ìîìåíòà âðåìåíè, â òîì ÷èñëå äëÿ íà÷àëüíîãî. Òàêèì
îáðàçîì

v10 cosα1 + v20 cosα2

v10 sinα1 + v20 sinα2
=

u

mg/k
.

Ñ ó÷¼òîì v20 cosα2 = v10 cosα1 îòñþäà ïîëó÷èì

u =
m

k

2g

tgα1 + tgα2
≈ 10,96 ì/c.

Ìåòîä �2

Ïóñòü îñü OY øàðèêè ïåðåñåêàþò â ìîìåíò âðåìåíè t1 íà ðàññòîÿíèÿõ h îò
òî÷êè O. Òîãäà èìååì

0 =
m

k
(v10 cosα1 + u)(1− e−

k
m t1)− ut1,

−h =
m

k

(
v10 sinα1 +

mg

k

)
(1− e−

k
m t1)− mg

k
t1,

h =
m

k

(
v20 sinα2 +

mg

k

)
(1− e−

k
m t1)− mg

k
t1.

Èñêëþ÷èâ èç ýòîé ñèñòåìû t1 è h, âûðàçèì

u =
2mg

k

v10 cosα1

v10 sinα1 + v20 sinα2
.

Ñ ó÷¼òîì v20 cosα2 = v10 cosα1 îòñþäà ïîëó÷èì

u =
m

k

2g

tgα1 + tgα2
≈ 10,96 ì/c.

Çàäà÷à �10-3. Ãàçèðîâêà ïîä ïîðøíåì

Ïóñòü Vâ � îáú¼ì âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà, V1 è V2 � îáú¼ìû ãàçà è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, ãàçèðîâàííîé âîäû â íèæíåé ÷àñòè ñîñóäà. Òàê êàê âîäà ïîñòóïàåò ñ
ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, à ñóììàðíûé îáú¼ì ñîñóäà ðàâåí 2V0, òî

V2 = qt, V1 = 2V0 − Vâ − qt.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âîäà åù¼ íå çàïîëíèëà âñþ íèæíþþ ÷àñòü ñîñóäà
(V1 > 0). Ïîðøåíü, ðàçäåëÿþùèé ñîñóä, ë¼ãêèé è äâèãàåòñÿ áåç òðåíèÿ, ïîýòî-
ìó äàâëåíèå óãëåêèñëîãî ãàçà P ïî îáå ñòîðîíû îò íåãî îäèíàêîâî. Ìàññà CO2,
ðàñòâîð¼ííîãî â âîäå, ñîãëàñíî çàêîíó Ãåíðè ðàâíà

m2 = µðV2 = kPV2 = kPqt.
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ìàññû ãàçà â âåðõíåé è íèæíåé ÷àñòÿõ ñîñóäà ðàâíû, ñëå-
äîâàòåëüíî â íåêîòîðûé ìîìåíò t ìàññà ãàçà ïîä ïîðøíåì

m1 = mâ −m2 = mâ − kPqt, (*)

ãäå mâ � ìàññà óãëåêèñëîãî ãàçà â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà. Çàïèøåì òåïåðü óðàâíå-
íèÿ Ìåíäåëååâà�Êëàïåéðîíà äëÿ ãàçà, íàõîäÿùåãîñÿ ïî îáå ñòîðîíû îò ïîðøíÿ,
è, âûðàæàÿ îòòóäà ìàññû, ïîäñòàâèì èõ â óðàâíåíèå (∗){

PVâ = mâRT0/M,
PV1 = m1RT0/M

⇒ PV1M

RT0
=

PVâM

RT0
− kPqt ⇒

⇒ V1 = Vâ −
kRT0

M
· qt.

Îòñþäà, ðåøàÿ ñèñòåìó, íàéä¼ì, ÷òî

Vâ = V0 +
qt

2

(
kRT0

M
− 1

)
, V1 = V0 −

qt

2

(
kRT0

M
+ 1

)
. (**)

Ïîñêîëüêó
kRT0

M
=

3,17 · 10−5 · 8,31 · 274
0,044

≈ 1,64 > 1,

òî èç ïåðâîãî âûðàæåíèÿ â (∗∗) ñëåäóåò, ÷òî Vâ óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ, à ïîðøåíü äâèãàåòñÿ âíèç. Ñêîðîñòü åãî äâèæåíèÿ ðàâíà

vï =
∆Vâ
S∆t

=
q

2S

(
kRT0

M
− 1

)
=

4 ñì3/ñ

256 ñì2
(1,64− 1) ≈ 0,01 ñì/ñ.

Èç âòîðîãî âûðàæåíèÿ â (∗∗) ñëåäóåò, ÷òî îáú¼ì ãàçà íàä ïîâåðõíîñòüþ âîäû
â íèæíåé ÷àñòè ñîñóäà íåïðåðûâíî óìåíüøàåòñÿ è â ìîìåíò âðåìåíè

t1 =
2V0

q(kRT0/M + 1)
=

2 · 6,6 ë
0,004 ë/ñ · (1,64 + 1)

≈ 1250 ñ

ñòàíîâèòñÿ íóëåâûì, âåñü ãàç îêàçûâàåòñÿ ðàñòâîðåííûì â æèäêîñòè, à æèä-
êîñòü óïèðàåòñÿ â ïîðøåíü. Â äàëüíåéøåì ïîñòóïàþùàÿ âîäà áóäåò ïîäíèìàòü
ïîðøåíü, à îáú¼ì ãàçà â âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà ñòàíåò óìåíüøàòüñÿ. Ïðîöåññ, ïðî-
èñõîäÿùèé ñ ãàçîì íàä ïîðøíåì, èçîòåðìè÷åñêèé, ïîýòîìó ìèíèìàëüíîå äàâëå-
íèå Pmin äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàêñèìàëüíîì Vâ, òî åñòü ÷åðåç âðåìÿ t = t1 ïîñëå
âêëþ÷åíèÿ íàñîñà.

Ìàêñèìàëüíûé îáú¼ì âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà äîñòèãàåòñÿ â ìîìåíò âðåìåíè t1.
Íàéäåì ýòîò îáúåì, ïîäñòàâèâ âûðàæåíèå äëÿ t1 â ïåðâóþ ôîðìóëó (∗∗):

Vâmax = 2V0 ·
kRT0/M

kRT0/M + 1
≈ 8,2 ë.
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Äàâëåíèå ãàçà íàä ïîðøíåì â ýòîò ìîìåíò, cîãëàñíî çàêîíó Áîéëÿ�Ìàðèîòòà,
ðàâíî

Pmin =
P0V0

Vâmax
≈ 132 êÏà.

Â ìîìåíò âûêëþ÷åíèÿ íàñîñà äàâëåíèå ãàçà íàä ïîðøíåì ðàâíî Pêð, à îáú¼ì
âåðõíåé ÷àñòè ñîñóäà ñîñòàâëÿåò

Vâ êð =
P0V0

Pêð
=

2V0

5
= 2,64 ë.

Îáú¼ì îñòàëüíîé ÷àñòè ñîñóäà, çàïîëíåííîé âîäîé, ðàâåí

V2 êð = 2V0 − Vâ êð =
8V0

5
.

Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû íàñîñà

t2 =
V2 êð

q
=

8V0

5q
= 2640 ñ.

Èñõîäÿ èç ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ, ãðàôèê çàâè-
ñèìîñòè Vâ(t) èìååò âèä ëîìàíîé, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ.
Âåðøèíà ëîìàíîé íàõîäèòñÿ â òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (t1; Vâmax), à å¼ êîíöû �
â òî÷êàõ (0; V0) è (t2; Vâ êð). Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè Vâ(t), îòìåòèâ íà í¼ì
õàðàêòåðíûå òî÷êè.

Vâ, ë

t, ñ

0 500 1000 1500 2000 2500 3000

1

2
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4
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6
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8

9

(0 ñ; 6,6 ë)

(1250 ñ; 8,2 ë)

(2640 ñ; 2,64 ë)
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Çàäà÷à �10-4. Ãàíòåëü â ïîëîñòè

Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ îñÿì ïîëîñòè è öèëèíäðà. Ïóñòü
O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ îñè öèëèíäðà ñ ýòîé ïëîñêîñòüþ, à O′ � òî÷êà ïåðåñå÷å-
íèÿ ñ îñüþ ïîëîñòè (ðèñ. 1). Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó A âíóòðè ïîëîñòè. Åñ-

ëè r⃗ =
−→
OA, r⃗′ =

−−→
O′A, à d⃗ =

−−→
OO′, òîãäà r⃗ = r⃗′ + d⃗.

ρ

O
O′

A

r⃗
r⃗′

d⃗

E⃗ρ

E⃗−ρ

E⃗A

Ðèñ. 1

Ïóñòü ρ � îáú¼ìíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿäà öèëèíäðà, òîãäà ïîëîñòü ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê ñóïåðïîçèöèþ öèëèíäðîâ ñ îáú¼ìíîé ïëîòíîñòüþ çàðÿäà ρ è −ρ.
Ïåðâûé öèëèíäð äîïîëíÿåò öèëèíäð ñ âûðåçîì äî ïîëíîãî ñïëîøíîãî öèëèíäðà.
Ïîëå âíóòðè âûðåçà ïðåäñòàâèì êàê ñóïåðïîçèöèþ ïîëåé äîïîëíåííîãî öèëèíäðà
è öèëèíäðà ñ ïëîòíîñòüþ çàðÿäà −ρ.

Èñïîëüçóÿ ñèììåòðèþ, íàéä¼ì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãàóññà íàïðÿæ¼ííîñòü
ïîëÿ E(r) âíóòðè ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî öèëèíäðà:

ΦE =
qin
ε0

, ãäå ΦE = 2πrlE(r), qin = πr2lρ,

îòêóäà E(r) = ρr
2ε0

èëè, â âåêòîðíîì âèäå, E⃗(r⃗) = ρ
2ε0

r⃗. Òîãäà íàïðÿæ¼ííîñòü
ïîëÿ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå A ðàâíà

E⃗A = E⃗ρ(r⃗) + E⃗−ρ(r⃗
′) =

ρ

2ε0
r⃗ +

(−ρ)

2ε0
r⃗′ =

ρ

2ε0
(r⃗ − r⃗′) =

ρ

2ε0
d⃗.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëå âíóòðè ïîëîñòè îäíîðîäíî, âåêòîð íàïðÿæ¼ííîñòè íàïðàâ-

ëåí ãîðèçîíòàëüíî, à åãî ìîäóëü ðàâåí Eï =
ρR

4ε0
.

Íà çàðÿæåííûé øàðèê ìàññîé m è çàðÿäîì q, ïîìåù¼ííûé â ïîëîñòü, äåé-

ñòâóåò ñèëà F⃗ = F⃗g + F⃗E , ãäå Fg = mg � ñèëà òÿæåñòè, FE =
qρR

4ε0
� ñèëà ñî

ñòîðîíû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ. Ýòè ñèëû âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû è îäíîðîäíû,

ïîýòîìó øàðèê áóäåò äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííûì óñêîðåíèåì a =

√√√√g2 +

(
qρR

4mε0

)2

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, øàðèê äîëåòåë äî ñòåíêè ïîëîñòè çà âðåìÿ τ . Ýòî çíà÷èò, ÷òî

a =
2(R/2)

τ2
=

√
2g, îòêóäà ρ =

4ε0mg

qR
.

Ïóñòü B � ñåðåäèíà ñòåðæíÿ, r = 3R/8 � ðàäèóñ êîëüöà, à L =
√
2r � ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó áóñèíêàìè. Ïðè äâèæåíèè ñòåðæíÿ ñ áóñèíêàìè âåêòîð
−−→
O′B áóäåò

ïîâîðà÷èâàòüñÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè â ïëîñêîñòè ðèñóíêà, à ñêîðîñòü îáåèõ
áóñèíîê áóäåò, â ñèëó êèíåìàòè÷åñêîé ñâÿçè, îäèíàêîâà. Îáîçíà÷èì φ óãîë ïî-

âîðîòà âåêòîðà
−−→
O′B è íàéä¼ì çíà÷åíèå óãëà φð, ñîîòâåòñòâóþùåå ìàêñèìàëüíîé

ñêîðîñòè áóñèíîê.
Ìåòîä �1

Ñîãëàñíî òåîðåìå î êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

3mv2

2
= Ag +AE ,

ãäå v � ñêîðîñòü áóñèíîê, Ag è AE � ðàáîòà ñèëû òÿæåñòè è ýëåêòðè÷åñêîé ñèëû

ñîîòâåòñòâåííî. Çàïèøåì âûðàæåíèÿ äëÿ îáåèõ ðàáîò ïðè ïîâîðîòå âåêòîðà
−−→
O′B

íà óãîë φ:

Ag = mgr(cos(φ− π/4)− cos(π/4)) + 2mgr(cos(π/4 + φ)− cos(π/4)),

AE = 2qEïr(sin(φ− π/4) + sin(π/4)) + qEïr(sin(π/4 + φ)− sin(π/4)).

Èç ñîîòíîøåíèé, íàéäåííûõ â ïåðâîì ïóíêòå, ïîëó÷èì, ÷òî

qEï = q · ρR
4ε0

= mg.

Èñïîëüçóÿ ýòî, çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé ðàáîòû:

AΣ = Ag +AE = mgr(2 cos(φ− π/4)−
√
2).

Ñêîðîñòü áóñèíîê áóäåò íàèáîëüøåé òîãäà, êîãäà AΣ äîñòèãíåò ìàêñèìóìà, òî
åñòü ïðè φð = π/4. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîé ðàáîòû,
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ïîëó÷èì

AΣmax = mgr(2−
√
2) ⇒ 3mv2max

2
= mgr(2−

√
2) ⇒

⇒ vmax =

√
2(2−

√
2)gr

3
=

√
(2−

√
2)gR

2
.

Ìåòîä �2

Â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ áóñèíêàìè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè èõ òàíãåíöèàëüíîå óñêî-
ðåíèå ðàâíî íóëþ. Ïîýòîìó ñóììà ìîìåíòîâ ñèë òÿæåñòè è ýëåêòðè÷åñêèõ ñèë,
ðàññ÷èòàííûõ â äàííûé ìîìåíò îòíîñèòåëüíî òî÷êè O′, ðàâíà íóëþ. Çàïèøåì
âûðàæåíèÿ äëÿ Mg è ME (ñóììàðíîãî ìîìåíòà ñèë òÿæåñòè è ýëåêòðè÷åñêèõ
ñèë ñîîòâåòñòâåííî), ïðèíèìàÿ â êà÷åñòâå ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèå ïðîòèâ
÷àñîâîé ñòðåëêè:

Mg = −mgr sin(φ− π/4)− 2mgr sin(φ+ π/4),

ME = 2qEïr cos(φ− π/4) + qEïr cos(φ+ π/4).

Èç ñîîòíîøåíèé, íàéäåííûõ â ïåðâîì ïóíêòå, ïîëó÷èì, ÷òî

qEï = q · ρR
4ε0

= mg.

Èñïîëüçóÿ ýòî, çàïèøåì âûðàæåíèå äëÿ ñóììàðíîãî ìîìåíòà

MΣ = Mg +ME = −mgr sin(φ− π/4)− 2mgr sin(φ+ π/4) +

+ 2mgr cos(φ− π/4) +mgr cos(φ+ π/4) = −2mgr sin(φ− π/4).

Ïðè φ < π/4 ñóììàðíûé ìîìåíò ïîëîæèòåëüíûé, è ñèñòåìà ðàçãîíÿåòñÿ, äî-
ñòèãàÿ ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè ïðè φð = π/4, êîãäà MΣ = 0. Ñîãëàñíî çàêîíó
èçìåíåíèÿ ýíåðãèè

3mv2max

2
+ 2mgr − 3mg ·

(
r − r√

2

)
= 2qEï ·

r√
2
+ qEï

(
r − r√

2

)
,

îòêóäà

3mv2max

2
= mgr(2−

√
2) ⇒ vmax =

√
2(2−

√
2)gr

3
=

√
(2−

√
2)gR

2
.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî óòâåðæäåíèé:
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1) Òàê êàê ñòåðæåíü íåâåñîì, ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ñòåðæåíü, ðàâíà
íóëþ.

2) Òàê êàê ñòåðæåíü è áóñèíêè ñîåäèíåíû øàðíèðíî, ñèëà, ñ êîòîðîé ñòåð-
æåíü äåéñòâóåò íà áóñèíêè, íàïðàâëåíà âäîëü íåãî.

3) Â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ áóñèíêîé ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè å¼ òàíãåíöèàëüíîå
óñêîðåíèå ðàâíî íóëþ, ïîýòîìó ïðîåêöèÿ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ýòó áóñèíêó, íà
îñü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ðàäèóñó, ðàâíà íóëþ.

L

O′

mg

2mg

2qEï

qEï

T + Fêóë

T + Fêóë

Nm

N2m

an

an

π
4

π
4

Ðèñ. 2

Ðàññìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êàæäóþ èç áóñèíîê â ìîìåíò äîñòèæåíèÿ
èìè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè, òî åñòü ïðè φð = π/4 (ðèñ. 2). Çàïèøåì âòîðîé çà-
êîí Íüþòîíà äëÿ íèæíåé áóñèíêè â ïðîåêöèè íà ãîðèçîíòàëüíóþ îñü, ó÷èòûâàÿ
òðåòüå óòâåðæäåíèå,

0 = 2qEï − (T + Fêóë) cos(π/4),

ãäå T � ñèëà ðåàêöèè ñòåðæíÿ, à Fêóë = q2/(2πε0L
2) � ñèëà ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî

îòòàëêèâàíèÿ áóñèíîê.
Îòñþäà ïîëó÷èì, ÷òî

T = 2
√
2qEï − Fêóë = 2

√
2mg − q2

2πε0L2
= 2

√
2mg − 16q2

9πε0R2
.

Íîðìàëüíîå óñêîðåíèå â ýòîò ìîìåíò ðàâíî an =
v2

r
=

2(2−
√
2)

3
g. Çàïèøåì
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âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ îáåèõ áóñèíîê â ïðîåêöèè íà ðàäèàëüíî íàïðàâëåííûå
îñè (äëÿ íèæíåé áóñèíêè � íà âåðòèêàëüíóþ, äëÿ âåðõíåé � íà ãîðèçîíòàëüíóþ):

man = − (T + Fêóë) sin(π/4)−mg +Nm,

2man = − (T + Fêóë) sin(π/4)− qEï +N2m.

Ïîñêîëüêó T + Fêóë = 2
√
2qEï,

Nm = mg +man + 2qEï = 3mg +mg ·
2(2−

√
2)

3
= mg ·

13− 2
√
2

3
,

N2m = 2man + 3qEï = 3mg +mg ·
4(2−

√
2)

3
= mg ·

17− 4
√
2

3
.

Çàäà÷à �10-5. Òåðìèñòîð, ëàçåð è äèîä

Êîãäà äèîä îòêðûâàåòñÿ, íàïðÿæåíèå íà í¼ì è íà òåðìèñòîðå ðàâíî U0, à ñè-
ëà òîêà ÷åðåç äèîä ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó ñèëà òîêà, ïðîòåêàþùåãî ÷åðåç ðåçè-
ñòîð r è òåðìèñòîð, ðàâíà I = (E1 − U0)/r. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

I = U0/R0 · (1 + α(t1 − t0))
2,

ãäå t1 � òåìïåðàòóðà òåðìèñòîðà â äàííîì ðåæèìå. Ïðèðàâíèâàÿ ýòè âûðàæåíèÿ,
íàõîäèì, ÷òî

α(t1 − t0) =

√
R0

r
· (E1 − U0)

U0
− 1 = 0,5.

Òåïëîâàÿ ìîùíîñòü, âûäåëÿþùàÿñÿ íà òåðìèñòîðå, äîëæíà â óñòàíîâèâøåìñÿ
ðåæèìå ðàññåèâàòüñÿ â îêðóæàþùèé âîçäóõ. Ïîýòîìó

U2
0

R0
· (1 + α(t1 − t0))

2 = k(t1 − t0),

ãäå k � êîýôôèöèåíò â çàêîíå Íüþòîíà-Ðèõìàíà. Âûðàçèì èç äàííîãî âûðàæå-
íèÿ âåëè÷èíó k/α:

k

α
=

U2
0

R0
· (1 + α(t1 − t0))

2

α(t1 − t0)
= 0,3 Âò.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà íà òåðìèñòîð ñâåòÿò ëàçåðîì. Çàïèøåì óñëîâèå
áàëàíñà ìîùíîñòåé ïðè íàïðÿæåíèè íà òåðìèñòîðå, ðàâíîì U :

U2

R0
· (1 + α(t− t0))

2 + P = k(t− t0).
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Âûðàçèì U2:

U2 = R0 ·
k(t− t0)− P

(1 + α(t− t0))2
(*)

è íàéä¼ì ìàêñèìóì ýòîé ôóíêöèè. Îáîçíà÷àÿ z = α(t− t0 − P/k), ïîëó÷èì

U2 =
R0k/α · z

(1 + αP/k + z)2
=

R0k/α(
1+αP/k√

z
+

√
z
)2 .

Äàëåå èñïîëüçóåì íåðàâåíñòâî î ñðåäíèõ:

U2 ⩽ U2
max =

R0k/α

4(1 + αP/k)
.

Åñëè äèîä íå îòêðûâàåòñÿ ïðè ëþáîé ÝÄÑ èñòî÷íèêà,

Umax ⩽ U0 ⇒ P ⩾
k

α
·
(
R0k/α

4U2
0

− 1

)
= 0,0375 Âò.

Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìàëüíàÿ òåïëîâàÿ ìîùíîñòü, êîòîðóþ äîëæåí ïåðåäàâàòü
ëàçåð, ÷òîáû äèîä çàêðûëñÿ ïðè ëþáîé E , ðàâíà 37,5 ìÂò.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, ïî÷åìó äèîä ïîñëå âûêëþ÷åíèÿ ëàçåðà íå îòêðûëñÿ,
çàìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå (∗) ïðè P = 0 òîæå èìååò ìàêñèìóì, à ñëåäîâàòåëüíî
íàïðÿæåíèå íà òåðìèñòîðå ìîæåò áûòü ìåíüøå U0 êàê ïðè ìàëûõ òîêàõ (è ìàëûõ
ÝÄÑ), òàê è ïðè áîëüøèõ òîêàõ (è, ñîîòâåòñòâåííî, áîëüøèõ ÝÄÑ). Ïîäñòàâèâ
â (∗) çíà÷åíèÿ U0, R0, k/α è P = 0, ïîëó÷èì óðàâíåíèå

α(t− t0)

(1 + α(t− t0))2
=

2

9
,

êîòîðîå èìååò äâà êîðíÿ: ïåðâûé íàì óæå èçâåñòåí

α(t1 − t0) = 1/2,

à âòîðîé � íîâûé
α(t2 − t0) = 2.

Ðàññ÷èòàåì äëÿ íåãî ÝÄÑ èñòî÷íèêà, ñ÷èòàÿ òîê ÷åðåç äèîä ðàâíûì íóëþ:

E2 = I2r + U0 =
U0r

R0
(1 + α(t2 − t0))

2 + U0 =
9U0r

R0
+ U0 = 14 Â.

Òàêèì îáðàçîì, ÝÄÑ èñòî÷íèêà íàäî óìåíüøèòü äî 14 Â, ÷òîáû äèîä ñíîâà îò-
êðûëñÿ.


